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As a method of testing hypothesis on cumulative distribution functiOn,textbooks present

Kolinogorov‐ SInirnov one sample test.  It draws a pair of curves on each side of,and parallel

to,the nun hypOthesis curve,with cOnstant distance(probability‐ wise),and if the empirical

curve goes outside of these boundary cllrves then the null hypothesis is reieCted.  The

(probability‐ wise)constant distance for any distribution is a characteristic of this test,and

it is the reasOn why it is classifled as a non‐ parametric test.  But is it the only possibility,or

is it the best?  Starting with this questiOn,this paper observes the behavior of Kollnogorov‐

Snlirnov test, and proposes an alternative which we shall call “probability liinit method".

Comparing the testing power empiricaHy for several typical examples,it is shOwn tO be an

imprOvement certainly.On a nmber of examples in Moriguti[6],`probability limits'are

drawn in,and it is observed that they shOw the forrn and order of rnagnitude ofthe empirical

variation of the`representing function',which is defined to be the inverse of the cllmulative

distribution functiOn.

累積分布関数に関する仮説の検定として,教科書にはもっぱらKolmogorov_Smimov検定が

登場する。それは「確率方向に」一定の幅をもたせ,実験線がその幅の外へはみだしたときに

有為な差があると判定するものである。この幅が分布の形に無関係に定められる点が一つの特
色であり,こ れが「ノンパラメトリック検定」の仲間に入れられる所以でもある。しかし,そ
れが唯一最良のものであろうか。本論文はこの疑問から発し,Kolmogorov‐ Sminov検 定の特性
を観察した結果,一つの改良試案を提出するものである。いくつかの典型的な例について両者
の検出力曲線を実験的に比較したところ,確かに改良になっていることが確認された。森口[6]

のいくつかの実測データについて,理論線の両側に試案による限界線を引いた図を作ってみる
と,そ れらが実験変動による表現関数の変動の形と程度をよく代表していることがわかる。

1。 序 説

確率表現関数 (prObability representing function)と は,累積分布関数 F(″ )の逆関数であ

る.すなわち

(1.1)               %=F(″ )
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の とき,実質的に

(1.2)

日 本 統 計 学 会 誌  第 25巻 第 3号 1995

x: x(u)

となる関数 χ(%)が確率表現関数である.こ れを単に「表現関数」と呼ぶこともある.

森口 [6]で は,こ の概念を導入するとともに,その使い勝手を吟味した.その中に,実験デ

ータと理論線とを上ヒ較する図がいくつかあり,「かなりよく合っている」というような表現が書

き添えてある.こ こで読者は,なぜそこに適合度検定がしてないのかという疑間を抱 くかもし

れない.じつは著者もそのことを意識しており,KolmOgorov‐ Smirnov検定の 5%限界線 ぐら

いは入れようかと考えたこともあったが,心の奥に何かひっかかるものを感じて,それをしな

いままにしておいた。

その後,こ の問題について考え,い くつかの模擬実験を試みた結果,一つの成案を得たので,

ここに報告する次第である.

2.Kolmogorov‐Smirnov検定について

理論的な累積分布関数のグラフと,実測ないし実験の結果を表す「経験的累積分布関数」を

表す階段グラフとを比較する問題について,多 くの教科書に引用され,よ く知られているもの

に,Kolmogorov― Smirnovの一標本検定がある.両側検定の場合,それは

協 =suplF。 (″ )一 几 (″ )|

を基準とする.こ こに F。(χ)は「ゼロ仮説」に相当する与えられた分布関数で,連続分布ならば

何でもよい.ま た几 (″)は母集団からの大きさ%の任意標本 鉤,&,… ,″″を昇順に並べ替えた

値 tt11),.Tla,・ :・ ,数のについて,次のように定義した関数である :

(2.2)

χ<欽 1)の とき,

欽め≦χ<欽ゴ+1)の とき,

欽″)≦ ″の とき.

この あ の漸近的な分布について,%→ ∞ のとき

(2.1)

(2.3)

ｏ
，
カ

ー
，

〓″鳥

となることが知られており (KolmogOrov[4],Feller[3],Doob[2]),有 限のπについては,

近似的ながらMassey[5],Bimbaum[1]の 作った表がある.それらによると,π =100の場合,

両側 5%の危険率で検定するときのあ の限界値は 0.136ないし0.134と なる.

表現関数の場合,「理論線」は (1.2)の グラフそのものであるが,実測線は,次の点を連ね

た折れ線としよう :

Prセみ≦yπ
~V2}→ 1_2忍(-1)r~lexp(-2γ

2y2)

(%J,欧 J)), (グ =1,2,… ,π).

%ゴ =(′ -1/2)ル

(2_4)

ここに

(2.5)

である.そ うすると,容易に検証できるように,(2.1)が ある限界値 洗 を越えないということ

と,すべての グについて
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図 3 硫axの分布

χ(%ゴ ーグα)≦ ″(J)≦ χ(%J+グα)

であることとが同等である.こ こに

(2.7)           尻=焼 -1/(2π )

である.したがって,%=100に 対して両側 5%の限界値 グαは大体 0.130と いうことになる.

区間 (0, 1)の上の一様分布の場合,0<″ <1に対して F(″ )=″ であり,したがって表現

関数はχ(%)=%(0<%<1)である.こ の場合,限界線 %士 尻 は理論線 ″=%を上または下に 尻

だけ平行移動した線になる(も ちろん範囲外にはみ出た部分は消してしまう).こ のような限界

線を書き入れた図の上に,実験線を書き入れてみると,あ る 20回 の試みの結果は図 1の ように

なった.こ れらの実験線はほとんどすべて限界内にあり,中には限界すれすれのものもある.

ただ,少 し気になるのは,限界に近い点が現れるのは主として中央部であって,両端に近い

ところは限界との間に白い隙間があいて見えることである。この点をもっと立ち入って観察す

るために,各試みについて

(2.6)

(2.8) 疏aX=僣魁1欽の~πJ

の値を縦軸に,そ してその最大値を与える%Jを横軸にとって点を打ってみると,λ=100回 の試

みの結果は,た とえば図 2の ようになる。ここで (2.8)を与えるグについて,欽っ>%Jの場合

ご
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χ
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図 l Kolmogorov‐ Smirnov限界線 と 20例の実験線
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を○で,.TKめ <%Jの場合を×で表してある.こ れでみても,流axの大きい値は主として中央部で

実現し,両端に近いところでは,た とえ実現したとしても値が小さいことが見てとれる.

この結果について,流区の分布を「実験的表現関数」の図にしてみると,図 3が得られる (累

積分布関数の図とは縦軸と横軸の役割が入替わっていることに注意されたい).図中の曲線は

(2.3)に相当する漸近近似であるが,こ れと実験結果とはよく合っている。一方,流axを与え

る%Jの分布を同様に図示すると図 4の ようになる.こ の図にも,流axを与える点が中央部に多

く,両端部に少ないことが表れている.

こうしてみると,Kolmogorov― Smimov検定は,中央部のずれに対しては上ヒ較的敏感である

が,両端に近い部分でのずれに対しては鈍感であることが想像される.一般に中央部では,移

動定数や尺度因子を適当に選んで調整することが多いので,分布型のずれは中央部よりはむし

ろ両端部に多 く現れるであろうことを考えると,Kolmogorov‐Smirnov検定に見られる上記の

性質はその弱点と見てよいのではあるまいか.こ の検定を見直してみようというねらいはこの

点にある.

3。 確率限界法検定

Kolmogorov‐ Smimov検定法への対案としては,管理図法でおなじみの「 3シ グマ法」も考

えられるが,こ れは肝腎の両端部で不具合が生じ易いおそれがあるので,こ こではより安全な

「確率限界法」を提案することとする.

区間 (0, 1)の上の一様分布の場合,第 ′順序統計量 ″(の の分布は,母数 グ,π―グ+1のベー

タ分布に従うことがよく知られている.すなわち

Pr{″(め ≦″}=島 (′ ,π一グ+1)(3.1)

である.こ の確率の値が αとなる点をる(グ),1-α となる点を zび (′)と し,グ =1,2,… ,π について

(%ら れ(グ))を連ねた線を下方限界線,(%J,zυ (′))を連ねた線を上方限界線とする.そ して,実験

点がこの限界の外に出れば有意な差があると見ようというのが,こ こで提案しようとする「確

率限界法」である.ただし,こ の αは,限界を算出するために定める仮の確率であつて,こ れ

と検定の危険率一―第 1種の過誤の確率一― とは,互に増カロ関数の関係にあることは確かであ

るが,その関係を確立することは容易でないと思われる.

そこで,図 2に対応して図 5を作ってみる.こ んどは各試みについて

(3.2) 街血=mln{Min[島(グ,π―′+1), Il_″ (π一′+1,′ )]|“ =trlの }

を求め,-log10(2飾m)を縦軸にとり,それを与える′を %グ の形で横軸にとる。そして 飾mを与

えるものが琢 グ,η一グ+1)である場合を×で,そ うでない場合を○で表す.図 2の場合とは逆に,

図 5ではどちらかというと両端に近いところで 輸mが与えられることが多いが,中央部 との違

いはわずかで,ほ ぼ一様 と見てよさそうである。(か りに両端部で多いとしても,そ れは弱点で

はなくて長所だという考えもありうる。)

図 3,図 4に対応する図はそれぞれ図 6,図 7の ようになる.図 7に は,飾inを与えるグの分

布についての上記の傾向が,さ らにはっきりと現れている.図 6では,両側確率 5%の危険率

で限界線を決めるためには,-log10(2の =2.5すなわち2α=0.003ぐ らいにとればよいことを示

唆 している.こ れはたまたま,いわゆる「 3シ グマ法」 とよく符合する値でもある.

念のために付言すると,(3.1)は,確率 ″の事象 {″ ≦″}を独立にπ回試行 したとき,ア タリ

の数が ′個以上である確率 と同じであり,したがつて 2項分布の部分和 として,公式
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図 8 確率限界線 と20例 の実験線

Pr{欽め≦″}=Σ〈チ)″

J(1-″
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~ブ

でも与えられる.こ のことは形式的に部分積分法によって確かめることもできるし,数値計算
上も, この形を用いるのが便不りである.

π=100に対して,2α =0.003と とったときの花(′),zυ (′)を計算した結果を表 1に示す.こ れ
を点線で示した図の上に,図 1と 同じ20回の試みの結果を重ねてみると,こ んどは図 8の よう
に,曲線群 と限界線 とは,よ くなじむようである.こ れで見ても,分布の変化に対して,同 じ
危険率のもとで,一般に検出力が改善されるであろうと期待することができよう.

4.いろいろな分布についての検出力

これまでは,も っぱら区間 (0, 1)の上の一様分布について考察を進めてきたが,一般の
連続分布については,実験点に対する限界線は,表 1の れ(グ),2び (′)に表現関数 χ(%)を用いて,

縦座標をχ(4(グ )),χ (zび (グ))に変えるだけでよい。 (KolmogOrov‐ Smimov検定では,(2.6)に よ
る.)

例 1.′分布.自 由度 νの ′分布はν→∞ の極限が標準正規分布 Ⅳ(0,1)に なる.

いま「ゼロ仮説」を標準正規分布

(3.3)
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表 1 確率限界 (一様分布,多 =100,2α =.Oo3)

乙(め   zυ (の ′  乙(の  2υ(の 乙(の   2υ (の ′  4(め   zυ (′)

1   .00002  .06295

2   .00056  .08449

3   .00222  .10285

4   .00485  .11962

5   .00825  .13538

6   .01223  .15042

7   .01670  .16492

8   .02157  .17898

9   .02677  .19267

10   .03226  .20605

11   .03800  .21916

12   .04397  .23204

13   .05014  .24471

14   .05649  。25719

15   .06301  .26950

16   .06968  .28165

17   .07650  .29365

18   .08345  .30552

19   .09052  .31726

20   .09771  .32888

21   .10501  .34039

22   .11241  .35179

23   .11991  .36310

24   .12751  .37430

25   .13520  .38542

26   .14298  .39645

27   .15084  .40739

28   .15878  .41825

29   .16680  .42903

30   .17490  .43974

31   .18307  .45037

32   .19131  .46092

33   .19962  .47141

34   .20800  .48183

35   .21644  .49219

36   .22496  .50247

37   .23353  .51270

38   .24217  .52286

39   。25087  .53295

40   .25963  .54299

41   .26846  .55297

42   .27734  .56288

43   .28628  .57274

44   .29528  .58254

45   .30434  .59228

46   .31345  .60196

47   .32262  .61159

48   .33185  .62116

49   .34114  .63067

50   .35048  .64012

51   .35988  .64952

52   .36933  .65886

53   .37884  .66815

54   .38841  .67738

55   .39804  .68655

56   .40772  .69566

57   .41746  .70472

58   .42726  .71372

59   .43712  .72266

60   .44703  .73154

61   .45701  .74037

62   .46705  .74913

63   .47714  .75783

64   .48730  。76647

65   .49753  ,77504

66   .50781  .78356

67   .51817  .79200

68   .52859  .80038

69   .53908  .80869

70   .54963  .81693

71   .56026  .82510

72   .57097  .83320

73   .58175  .84122

74   .59261  .84916

75   .60355  .85702

.61458  .86480

.62570  .87249

.63690  .88009

.64821  .88759

.65961  .89499

.67112  .90229

.68274  .90948

.69448  .91655

.70635  。92350

。71835  。93032

.73050  .93699

.74281  .94351

.75529  。94986

.76796  .95603

.78084  .96200

.79395  .96774

.80733  .97323

.82102  .97843

.83508  .98330

.84958  .98777

.86462  .99175

.88038  .99515

.89715  .99778

.91551  .99944

.93705  .99998

76

77

78

79

80

81

82

83

84

85

86

87

88

89

90

91

92

93

94

95

96

97

98

99

100

(4.1)          胸(%)=0~1(%) (0<%<1)

とし,対立仮説 として「自由度 νの ′分布」をとって,検出力を調べてみよう.すべて 力=100

回の試みで実験的に調べることとし,判定が「有意」と出た相対度数 P(ν)を ,自 由度の逆数に

対 して打点してみると,図 9が得 られるc

*印で示される Kolmogorov‐ Smimov検定の検出力に比べて,○印で示される「確率限界法」

の検出力がす ぐれていることについては,ほ とんど疑 う余地があるまい.

例 2.対称ベータ分布.ベータ分布の母数 α,み を等しくとつたものは,左右対称な分布に

なる.ゼロ仮説をα=b=1/2とすると,それは「逆正弦法則」となり,累積分布関数は

(4.2)          F。 (″)=(2ル)Arcsin(√ ⊃,(0<″ <1),

したがって,確率表現関数

(4.3)            加(%)=sin2(z〃 2)

をもつ.

対立仮説をα=b≠ 1/2と して検出力を実験的に調べてみると,図 10の ようになり,*印で示

されるKolmogorov‐ Smimov検定の検出力に比べて,○印で示される「確率限界法」の検出力

がすぐれていることが, ここにも見られる.

例 3.極限極値分布.最大値 と最小値を総称 して「極値」という.その極値の分布の極限が
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図 11 極限極値分布についての検出力

ある分布になるとき,それを極限極値分布という.それに二つの型があることが知られている.

これを表現関数で表し,平均と標準偏差によって標準化して比べてみると,その三つの型が連

続した一族をなすことがよくわかる(森 口 [6],§ 45).

いま,ゼロ仮説を「指数型」とし,対立仮説をその両側に続 く「有限型」と「コーシー型」

にとって,検出力を調べてみる。図 11はその結果である.ル は正のとき有限型,負のときコー

シー型に対応し,力 =0は指数型に対応する.

ここにもいままでと同様の傾向が見られるが,と くにKolmogorov‐ Smimov検定が,有限型

の方向への変化に鈍感なことは驚 くばかりである.

5。 確率限界線の例

森口 [6]の 中には,実測値と理論線とを比較する例がいろいろある.それらのうちのいくつ

.8

０

・
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かについて,こ こに提案する「確率限界法」による判定限界線を書き入れたものを見てみよう.

例 1。 車の番号 (森 口[6],図 12.5).図 12の○は,あ る日ある交差点で実際に観測した %=
100台の車の番号を,昇順に整列して打点した実測点である.理論線は大体原点を通る対角線と

見てよい.そ の上下に引いた点線は,確率限界を示すものであり,表 1に ある数値 乙(グ),zυ (′)の

10000倍を縦軸にとって打点したものである.実測点はすべてこの限界内におさまっており,理

論線からの離れ方も,図 1の中の一本と見ておかしくない形をしている.

例 2.物理定数の仮数の分布 (森 口 [6],図 31.1).図 13の○は,手近にあった「理科年表」

の中の基礎物理定数 36個の仮数部(SI単位で表したときの数値の部分を,10の整数乗で調節し

て, 1以上 10未満の数に直したもの)を昇順に並べて打点したものである.

理論線はχ(%)=102(0<%<1)で ある。点は下半分は大体理論線に沿っているが,上半分は,

ちょっと気になるほど離れた部分もある.

点線は,こ こでも確率限界線を表している.そ れは %=36に対して,表 1と 同様に計算して

求めた乙(%),zび (π)を ,上の表現関数 χ(%)を 用いて変換したものである.

こうしてみると,点はすべて限界内にあり,さ きほど気になるといった部分も,や はりそう

10000
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2000

0

車の番号 χ(“ )

鋼
ｒ

●

●

●

■●

■ 誤
C,

2

1

整列順   。
0     20    40    60    80   100           o .1  .2  .3 .4  .5 .6 .7 .8 .9  1

図 12 車の番号 (η =100) 図 13 仮数の分布 (総 =36)
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図 14 車の番号の最大値の分布 (π =20)
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かと納得がゆく程度であることがわかる.こ の場合,理論線を左 または右に平行移動させるだ

けの Kolmogorov‐ Smirnov限界線 よりも,われわれの限界線のほうが,よ り自然だと感 じられ

る.

例 3.車の番号の最大値の分布 (森 口 [6],図 42.1).図 14は,図 12で用いた 100個のデー

タを,観測順に 5個ずつ 20組に分け,それぞれの組の中の最大値を,昇順に並べ変えて○で表

示したものである.理論線 としては,漸近近似の式を用い,限界を表す点 も,π=20に ついて表

1と 同様に計算した限界値を,理論線 と同じ関数で変換 して打ったものである.

この場合 も,実測点は理論線 とよく合ってお り,ずれかたもごく自然 と納得できる.

例 4.カロ硫天然ゴムの引張 り強さ (森 口 [6],図 52.1).カロ瀬はカロ硫天然ゴムの引張 り試験で

得 られた π=200個 のデータに,指数型の極限極値分布を当てはめている.図 15は これを表現

関数の形にして示したものである.

平均 と標準偏差が一致するように移動定数 と尺度因子が定めてあるので,中央部で実験点 と

理論線がよく合うのは当然であるとしても,両端部でも点はほとんど理論線の上にのっている

と見てよいほどである.

この場合 も,限界線は,%=200に ついての表 1と 同様の数値の列を,理論線 と同じ関数で変

換 した点の列 として示 しているが,こ れに照 らしても,理論 と実験 とは申し分なくよく合って

いると見てよい.

例 5。 ワイブル確率紙の上の限界線 (森 口 [6],図 53.1).図 16は,加瀬から提供を受けた

加硫天然ゴムに関する 200個の原データを,フ イブル確率紙の上に打点したものである.ワ イ

ブル確率紙は,こ の上で実験点に直線を当てはめるためのものであり,こ の場合,傾斜 力=0.07
ぐらいの直線がよく当てはまりそうである.

一方,π=200の場合の限界線を,力 =0.07の理論関数を用いて変換 したものを折れ線で示 し

てある.こ の場合,実験点は左の方では上方限界に近 く,右の方では下方限界に近いので,あ
るいはもっと小さい力を用いた方が, もっとよく適合するのかもしれない。 もっとも,縦軸に

対数目盛 りを用いたときは,一般に上方へのずれに比べて下方へのずれを誇張して示す傾向が

あるので,こ の種の図を見るときは,そ の点に留意する必要がある.

引張 り強さ[kgf/cm2]
250

200

.4      .6       .8

図 15 加硫天然ゴムの引張 り強さ (π =200)
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図 16 ワイブル確率紙の上の加硫天然ゴムの引張り強さ (″〒200)

6: 離散分布の場合その他

前節で見たのはすべておとなしぃ連続分布の場合であつた.KolmogOrov‐Smimov検定は一

般に連続分布に適用するものとされている.離散分布について,われわれの確率限界法を適用

するとどんなことになるかを,い くつかの例について見てみよう.

一般に確率変数のとりうる値″が自然数に限られている場合,個々の″の現れる確率を九

その累積値を

(6.1)         R=,1+多 +… 十九  (″ =1,2,… )

としたとき,各
“
に対して,π=100な らば表1の 乙(め,Zυ (グ)を用いて,    ´

,o   ぼつ:F硼瓢
?<同 8二投

(6.3) ふ(″)=min{洲 zL(′)>鳥} ("≧ 1)

を定め,(た(″),″)を連ねた線を左方限界線 (le■ limit),(弗 (″),″)を連ねた線を右方限界線

(right limit)と し,実測点がこの限界線を越えたら有意な差があると判定する.

例 1..幾何分布 アタリの確率夕の事象について,それが起こるまでの独立試行の回数を″

とすると,それは「幾何分布」に従う。夕=1/3の ときの理論的な表現関数の階段線 と,%=100

回の試みでの実測点のグラフ (森口 [6],図 83.1)に,上述の限界線を書き込むと,図 17の よ

うになる.

実測点はすべて限界内におさまっているが,限界線に近い点もあることはある.

50
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例2. 負の二項分布 アタリの確率夕の事象について, 2度目のアタリが出るまでの独立試
行の回数をχとすると,それは指数 -2の「負の二項分布」に従う.抄=1/3の場合の理論線と
実測点の図 (森口 [6],図 83.3)に ,上述の限界線を書き込むと,図 18の ようになる.

.4

図 17 幾何分布

。6

(夕=1/3)

.4      .6

図 18 負の二項分布 (π=100)
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.8

(%=100)

こんども,実測点は左右の限界線の間にほど

よくおさまつている.

例 3, カント…ル分布 (森 口 [6],§ 84)の表

現関数は:無限個の水平な線分から成るけれど

も,数学的には連続関数である.η=100に対し

てわれわれの提案する限界を記入すると,図 19

の点群が得られる.理論線が水平な線分になる

ところでは;限界点も同じ高さの点列になるが,

この場合の見方は,離散分布の場合と同様に,

水平な点列の左端同士,ま た右端同士を比較す

べきである.そ うすると,こ のような奇妙な分

布についても,われわれの判定基準は,かなり

よく1動 くものであることがわかる.

7. む す び

.8

.6

.4

。2  .4  .6

図 19 カントール分布

ここに提案する「確率限界法」は,従来のKolmogorov‐ Smi■ov検定に比べて,よ り自然で

あり,実用上もすぐれていることが明らかとなったと思う.こ れがあらゆる対立仮説に対して

最上であると主張しているわけではないが,「ノンパラメトリックな検定」と総称される検定の

中にもいろいろあって,ある種の対立仮説群に対する検出力の点で,そ の優劣を吟味すること

は問題にしてよいと思う.本論文はそういう試みの一つと見ることができよう。

「適合度検定」の名でよく知られているものに,Karl Pearsonに 始まる「カイ2乗検定」が

ある.こ れは度数表の形にしたデータについて用いるものであるが,こ この文脈に合わせると

すれば,区間の幅の取り方その他についてのある種の標準化が必要である.そのことを含めて,

検出力を調べてみることは興味ある題日ではあるが,それは将来の課題に残しておこう。

なお,「確率限界法」自身についても,漸近理論の確立,も っと強力な計算能力を駆使しての

精度の向上など,残された課題が多い.本論文がきっかけになって,そ ういう方向への発展が

なされることを心から期待したい.
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