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Multivariate analysis is generically known as a collection of statistical notion,rnethods

and theory on multivariate data of several variables.  In general,there are two directions

in the course of research in multivariate analysis.  One lays stress on the research of

statistical inference,assurning probability distributions for rnultivariate data.  The other

is free from the assumptions of probability distributions, and lays stress on reduced

representations,etc.of multivariate data.  In the latter case,various lnethods have been

proposed for qualitative or multioway data as well as conventional multivariate data.

The former is called multivariate statistical analysis,and the latter is called multivariate

data analysis.  Strictly speaking,these two directions cannot be discrilninated.  On the

other side,it is natural that one should create a systenl of rnultivariate statistical rnethods,

making up for the two directions each Other.  HOwever,at the present tilne great progress

is being made in two directions,and two directions are rather independently developing。

FrOIn these reasons we flrst divide multivariate statistical inethods into methOds related

to statistical inference and those related to multivariate data analysis,and discuss current

perspectives and future developments in some topics of rnethods.  The contributor of Part

I:Multivariate Statistical lnference is Yasunori Fuiikoshi,and the contributor of Part II:

Multivariate lData Analysis is Haruo Yanai.  In the last part of Part III we list books and

proceedings on multivariate analysis,discrinlinating these into various areas.  The con‐

tents of this paper are as follows:

多変量解析 とは,簡単にいえば,複数個の変量 に関する多変量データを分析するための統計

的諸概念,諸方法,並びに,そ れ らに関連する統計理論の総称であるといえる。一般に,多変
量解析の研究には, 2つ の異なる方向がある。 1つの方向は,確率モデルを想定 し,母集団の

母数推測に重点をお く研究である。他は,確率モデルの想定 を必ず しも前提 とせずに,多変量

データの縮約表現法等に重点 をお く研究である。後者の場合には,多変量データが質的データ

で表 される場合,さ らには,多重配列データによって表 される場合に対 しても,多 くの手法が

開発 されている.前者 は多変量推測法 とよばれ,後者 は多変量データ解析法 とよばれる。 これ

ら 2つ の研究の方向は,厳密には区別 されるものではな く,ま た,一方,当然のことなが ら,

2つの方向は互いに補い合って, 1つ の多変量統計的方法の体系が作 り上げられてい くべ きも

のである。 しか し,多変量解析 の理論 と応用は,膨大なものになって きてお り,ま た,こ れ ら
2つ の研究方向は独立に発展 していることか ら,本稿ではこれを 2つ に分 けて現状 と展望を論
じる。第 I部 ;多変量推測法の執筆者 は藤越康祝で,第 H部 :多変量データ解析法の執筆者 は

柳井晴夫である。なお,最後の第Ⅲ部においては,多変量解析に関する書物 を分野別 に上げて
いる。
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多変量解析の現状と展望

第 I部 多変量推測法

藤 越 康 祝

1。 はじめに一研究動向

多変量推測法の現状を理解する上で,Andersonに よる多変量解析に関する2冊の本が参考
になる。 1つ は 1958年に出版され,他はその改訂版で 1984年に出版されたものである.最初

の本は,多変量解析の初期の時代から50年代後半までの多変量推測法に関する主要な結果が体

系的にまとめられたものであるといえる.多変量解析の初期における重要な進展としては,Fi‐

sher(1915,1928,1936)に よる標本相関係数の分布の導出 ;回帰係数,偏回帰係数,重相関係

数に関する有意性検定 ;正準判別分析法の導入,Wishart(1928)に よるWishart分布の導出,

Hotelling(1931,1933,1936)に よるスチューデントt統計量の多変量への拡張 ;主成分・正

準相関分析法の開発,Wilks(1932)に よる平均ベクトルと共分散行列に関するいくつかの仮説
に対する尤度比検定,Fisher(1939),Hsu(1939),Roy(1939)等 による2つ のWishart行列
から定まる固有値の分布の導出,等である.こ れに,Rao(1946,1948)に よる判別関数の係数,

および,付加情報に関する有意性検定,Box(1949)に よるBox型モーメントをもつ統計量の

分布の漸近展開,Anderson and Rubin(1956)に 代表される因子分析モデルに関する推測理論,

等を加えると,Andersonの 最初の本が出版されるまでの多変量推測法の概要を知ることがで

きる.こ れらの研究においては,基礎となる確率モデルは多変量正規分布であり,ま た,推定・

検定の基準は最尤法に基づくものになっている.改訂版においても,基礎となる確率モデルと
しては多変量正規分布が仮定され,ま た,枠組も因子分析が独立した章として扱われている以

外は,ほ ぼ同様である.しかし,初版が発刊されてからの 26年間の間における多変量推測法の

新しい進展が大幅に追加されている.こ れらの新しい進展の主なものは,Andersonが 改訂版の

序文において述べているように,次の通りである。

Al.平均ベクトルと共分散行列の点推定問題において,あ る種の損失関数に関して最尤推定
量より良い推定量,例えば,Stein推 定量,Bayes推定量等の縮小推定量が導入されている.

A2.検定問題において,尤度比検定の他に不変検定が提案され,こ れらの検出力関数の許容
性,不偏性,単調性が研究されている.

A3.検定統計量の精密分布,極限分布,漸近展開に関して,新しい結果が与えられている.

A4.平均ベクトルと共分散行列に関する同時信頼領域が展開されている.

A5。 同時方程式モデル,関数関係モデル等の新しい話題が紹介されている.

上記のAl～A5以外にも重要な多変量推測法に関する研究がされていることはいうまでも
ない…多変量データ解析法を含めた多変量解析全般に関する解説論文 としては,Dempster
(1971),Rao(1972, 1983), 1霊 雀卜(1979),Sibson(1984),Schervish(1987), 4宰 がある。 これ
らにおいて強調されている問題点の 1つ は,推測理論のほとんどが多変量正規性の仮定のもと
で展開されているという点である.こ れは,現実の多変量データには,その確率モデルとして
多変量正規性の前提が適当でないものが多いことを意味している.Schervish(1987)は多変量
解析の 2冊の本 Anderson(1984),Dil10n and Goldstein(1984)に おいて扱われている内容を
比較しながら,多変量解析全般の解説を行っている.こ れら2冊の本のうち,前者は多変量推
測法に関するものであり,後者は,種々の方法とその応用に重点がおかれており,む しろ,多
変量データ解析法に属するものである。この解説論文においては,Andersonの 本では取 り上げ
られていないが,Di110n and Goldsteinに おいて扱われている多 くの有用な多変量解析法を紹
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介し,多変量解析の理論 と方法はこの 2冊の本の合併として把えられるべきであることを主張

している.Andersonの本で扱われていない解析法とは,ク ラスター分析,多次元尺度法,多変

量グラフ解析法等の探索的方法とパス解析法であつて,推測論的側面からの発展が十分でない

分野である。これらの方法は,本論文の第Ⅱ部で取 り上げられる.こ の 2冊の本によつて,多

変量解析に関する話題はかなり網羅される.しかし,個々の内容は膨大になってきており,こ

の 2冊の本でカバーされるものではなく,ま た,話題としても,変量選択法,成長曲線モデル,

ブートストラップ法(Efron(1979))を 含む多変量ノンパラメトリック推測法,射影追跡 (Huber

(1985)),多変量ランダムモデル等の重要なものが除かれている。Sen(1986)は これら2冊の

本を含む多変量解析に関する16冊の本について,上ヒ較を中心とした書評を行っている.

一般に,推測理論においては,その目標として統計的方法の構築とその発展・評価が掲げら

れ,ま た,その展開においては,明解さ,首尾一貫性,並びに,現実イ陛が要求される.こ れら

の点は,多変量推測法の現状の発展をみる上で, とくに重要である。上述のように,多変量推

測法は主として多変量正規性のもとで発展しており,従って,現実のデータ解析の適用におい

ては多 くの吟味されるべき問題点が残されている。また,推測的展開が十分でない多変量デー

タ解析法も多い.すなわち,大雑把にいえば,現状の多変量推測法とデータ解析法との間には

かなりの乖離がみられ,こ の乖離をなくしていくことが当面の課題であろう.従つて,今後の

多変量推測法の研究においては,上記のAl～A5を さらに発展させることも必要であろうが,

むしろ,大きな発展が望まれる下記の研究課題が重要であろう.

Bl.新しい多変量モデルの構築とその推測

B2.非正規多変量モデル :(1)Elliptically Contouredモ デル,(2)多変量離散モデル,(3)

連続型・離散型混合モデル,(4)与えられた周辺分布をもつ多変量モデル,等に関する推測

B3.次元縮小法,変量選択法に関する推測

B4.ク ラスター分析,多次元尺度法,数量化法,等に対する推測的アプローチ

B5。 多変量ノンパラメトリック推測法

B6.多変量統計的方法のロバストネス

B7.多変量平均構造 0共分散構造・不等式制約構造,等に関する推測

B8.多変量ランダム効果モデル,多変量混合効果モデルにおける推測

B9.欠測値がある場合の推測

B10.高次元小標本の場合の推測

B ll.多 変量経時データ,多変量寿命データ,方向性データ,等に対するモデルと推測

B12.多 変量予測法

B13.漸近的近似法 (漸近展開,ブー トストラップ法等)の精度

多変量推測法の発展は多岐にわたり,ま た,分野によっては膨大な結果が得られている.従

って,全般について個別に現状を解説することは,こ の論文の範囲を超えるものである.本論

文においては,標本分布,多変量線形モデル,次元縮小法,及び,上記 Bl～B13に関連した

いくつかの話題に焦点をあてる.ま た,個々の結果については,できるだけ最近のサーベイ論

文を引用文献 として掲げることにする.な お,今後の多変量解析の研究の方向については,1992

年 5月 にペンシルバニア州立大で開催された多変量解析―今後の方向―に関する国際会議にお

けるプロシーディング,Co R.Rab(ed。 )(1993),Multivariate Analysis I Future Direction

(North― Holland Series in Statistics and Probability Vol.7)が 参考になると思われる.
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2.検定統計量の標本分布

2.1 精密標本分布

Wilks(1932)の 研究以来,多変量正規分布の平均ベクトルと共分散行列に関する種々の仮説
に対して尤度比検定を含むいくつかの検定統計量が導入され,それらの標本分布が研究されて
いる.こ の発展をみる上で,多 くの研究者によって調べられてきた統計量

Tl=ISal/lsottSヵ
l

の分布を考える。ここに,Sa,S方 は互いに独立で,そ れぞれウィシャート分布 7ろ (Σ ,π),非心
ウイシャー ト分布 Иttσ ,σ ;ρ)に従い,π≧夕とする.一般性を失うことなく,Σ =ら ,ρ =
滋ィ(ω l,。

・・,ω夕),ω l≧ …≧ωp≧ oと してよい.こ の統計量は仮説“ρ=0"の検定に用いられるも
のであって,その仮説のもとでの分布 (null分布)はラムダ分布 4p,ら ″と呼ばれる。■のnull

分布を調べる上で,■ が互いに独立なベータ変量の積として表されること,す なわち ■=
71… 7pと なる構造をもつことが基本となるcこ こに,ス はベータ分布β

(÷
(η +1-′),÷ε

)に
従 う.

検定統計量のnull分布が上のように独立なベータ変量の積になるものはかなりある.ま た,

ISll/膠 |=E/1… ら,a～χ
2(%_夕 十′)の ように独立なカイニ乗分布の積 として表されるものも

ある.Mathai(1973)は このような統計量の精密分布を求める方法について解説している.そ
こでは, 6つ の方法 ;(1)直接計算法,(2)特性関数法,(3)たたみこみ法,(4)逆メリン変
換法,(5)部分分数法,(6)留数計算法 が紹介されている.一般に,min(夕,ο)が大きくなるに
つれて,精密分布表示を求めることが困難になる.

検定統計量 ■ は,多変量線形仮説に対する尤度比基準であり,こ の場合,■ の他に
Lawley― HOtelling基準 ;■ =trSヵ S」

1

Bartlett― Nanda― Pillai基準 :■ =trS方 (S′ 十Sヵ)1
Roy基準 ;■ =ム =Sヵ S」

1の
最大固有値

が提案されている.■ を含めたこれらのnull分布については,Krishnaiah(1978,1980),An‐
derson(1984)を 参照されたい.

検定統計量のnull分布に関する結果は,′ ,ε が小さいときは早 くから求められている.例
えば,Wilks(1932)は (夕,ε)=(1,3),(2,3),(3,3),(3,4),(4,4)の とき ■ の分布
を具体的に与えている.こ れに比べ,対立仮説のもとでの分布 (nOnnull分布)を求める問題は
長い間未解決のままであった.こ の突破口は,James(1960,1964)の zonal多 項式の導入によ
り開かれた.ま た,COnstantine(1963)に よるzonal多 項式を用いた行列変数の超幾何級数の
導入によるところも大きい。これにより,例えば,非心ウィシャー ト分布の確率密度関数が OFl
型の超幾何級数を用いて表され,ま た,■ のモーメントが

E(■の=溌協競響哭彰辛群劣lFl(a力十(π tt σ)/2-ρ)

として表される.こ こに,「p(α)=π
pω -1ン4ΠたlΓ ((α―(グ ー1))/2).zOnal多 項式,行列変数の超

幾何級数については,Muirhead(1982),竹 村 (1991)に詳しくまとめらている。1960年代か
ら1970年代にかけて,多 くの検定統計量の nonnullが zOnal多項式,と くに,行列変数の超幾
何級数を用いて表された。Pillai(1976,1977)は 固有値を用いて表される検定統計量の null分
布および nOnnull分布について,409編 の参考論文を含むサーベイを行っている.Davis(1979,
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1980)は 1つの行列変数のzonal多 項式を 2つ の行列変数の Zonal多項式に拡張し,さ らに,

Chikuse(1980)は γ(≧ 3)個の行列変数を含むzonal多 項式を導入している.こ れらの拡張さ

れたzonal多 項式を用いて表される標本分布については,Chikuse and Davis(1986)を 参照

されたい.多変量標本分布の導出におけるzonal多項式の利用に焦点を当てた最近のサーベイ

論文としては,Hayakawa(1989)を 参照されたい.多 くの多変量標本分布が ZOnal多 項式を

含む形で求められるようになってきたが,それらを用いた数値的確率計算への利用においては

いくつかの問題点が残されている.一つは,一般の場合の zonal多項式が具体的に求められてい

ない点である.ま た,分布表示は全ての次数のzonal多 項式を含む無限級数になっているが,そ

の収東性が一般に遅いことである. 2次元の場合にはZOnal多項式に対する一般表示が知られ

ており,Pillai and Jayachandran(1967)は検定統計量 ■,… ,■ のnonnull分布を具体的に

求め,こ れを利用してこれらの検出力を数値的に与えている.多変量の標本分布は,〃―関数や

G一関数を用いても表されているが,こ れについてはRathie(1989)の サーベイ論文を参照され

たい.

2.2漸 近 展 開

多変量解析の標本分布の導出においては,与えられた統計量の標本分布を正確に求めること

が困難であるとか,あ るいはたとえ求められたとしても余 りにも複雑で数値計算には利用でき

ないことがしばしば生ずる.こ のため,何等かの近似が必要となり,と くに標本数を無限大と

したときの極限分布,あ るいは,極限分布を第 1近似とする漸近展開近似の導出が早 くから研

究されている.多変量の場合,極限分布による近似が有効であるためには相当数の標本が必要

となり,中程度の標本に対しても有効である漸近展開近似が重要な位置を占めているe標本の

大きさπに依存する分布関数 几 (″)を その極限分布 G(″)の まわりで展開したときの漸近展開

の典型的な形は

Gた ,π (″ )=G(″ )十 Σαプ(χ )θ (″ )π
~′

または,π をマ砺 で置き換えたものである.こ こで,g(″ )は Gの確率密度関数,α′(″),ノ =1,… ,

た-1は適当な多項式を表す.漸近展開については,・ 漸近展開式の導出,漸近展開の正当化,お

よび,誤差限界の導出,に関する研究があり,それぞれ,独立に研究されている.漸近展開の

正当化 とは,几 (″ )を Gた ,″ (″)で近似したときの誤差 Rた ,″ (″)=鳥 (″)一 Gた ,″ (″ )が正しいオー

ダーでおされられること,例えば,Rた ,″ (″)=0(π
~た

)を示すことである.漸近展開式の導出の過

程においては,必ずしも誤差項の厳密な評価がなされない場合が多い.こ のような漸近展開式

は形式的な漸近展開とよばれている.

多変量解析における漸近展開式の最初の2, 3の項を具体的に求める研究は,非常に進んで

いて,多 くの結果が多変量解析の本に紹介されている.Andersonの本の初版には,平均ベクト

ルと共分散行列に関する種々の尤度比基準の null分布の漸近展開が載せられている.こ れらの

統計量はそのモーメントが Box型 になっているものである.そ の後,種々の漸近展開を求める

方法が導入され,尤度比基準を含む各種検定統計量の null,お よび,nonnull分布の漸近展開が

求められている.こ れらの多 くは,Andersonの 第 2版,Muirhead(1982),Siotani,Hayakawa

and FuiikoShi(1985)等の本に紹介されている.漸近展開の導出については,日本の研究者が

大きく貢献している. これらの結果については,塩谷 (1975,1976),Muirhead(1978),Nagao

(1989),等 のサーベイ論文,Sugiura(1976),FuiikoShi(1977),Konishi(1979)等 を参照され

たい.塩谷 (1975,1976)は ,漸近展開式を求める5つ の方法を詳しく説明するとともに,そ

の方法を用いて得られた結果を列挙している.こ れらの 5つ の方法は,(1)テ イラー展開に基

づ く方法,(2)特性関数の正確な表示から導 く方法,(3)超幾何級数が満足する偏微分方程式
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系に基づ く方法,(4)統計量の正規変量による展開を利用する方法,(5)直交変量行列の歪対
称行列表現を用いる方法,である.こ のうち,方法 (2),(3)は ,zonal多項式を含む精密標本
分布からより利用しやすい漸近展開近似を得るための方法であるといえる.こ れらの方法は,

基礎になる確率モデルが多変量正規分布である場合の方法である.しかし,方法 (1),(4)を
よリー般にした,いわゅる摂動展開法は一般の多変量連続型非正規モデルの場合にも適用でき
る方法である.こ の方法を用いて,FuiikoShi(1980)は適当な正則条件をみたす多変量非正規
母集団からの標本に基づく標本共分散行列の固有値の分布の漸近展開を与えている.統計量の
関数の漸近展開も求められるが,Konishi(1987)は統計量の漸近展開と正規化変換・分散安定
化変換との関連をサーベィしている.

漸近展開の正当化の研究,すなわち誤差項の正しいォーダー評価を行うことは,漸近展開式
の存在証明に相当していて,展開式を具体的に求める研究とはかなり異なっている.こ の研究
における大きな進展はBhattacharya and Ghosh(1978)に よってなされた.こ の論文は,独
立変量の和の関数として表される統計量について,その極限分布が正規分布になる場合の漸近
展開の正当化を示したもので,広 く応用されている.そ の後,Chandra and Ghosh(1979,1980)
は極限分布がカイニ乗分布,非心カイニ乗分布になる場合について,適当な正則条件のもとで
の正当化を与えている.関連 した最近の研究 としては,正当化のための正則条件をゆるめるこ
とが,Bai and Rao(1991)等 によってなされている.誤差項のオーダー評価が示されること
は,例えば

IRた ,″ (χ )|≦ Cたπ―た,(ま たは Cた%~た
ノ2)π ≧π0

を満たす十分大 きな定数 Cた ,%0の存在を保証するものであるが,しかし,具体的な Cた,πOは求
められていないのがふつうである.従って,漸近展開による近似の精度を知るためには,誤差
項のオーダー評価だけでは不十分であって,上のように誤差項のオーダー評価を含む形での誤
差限界の導出,すなわち cを 具体的に求めることが必要 となる.こ れに関する結果 としては,

独立和の分布に対する正規近似の誤差限界である Berry―Esseen限 界が知 られている.誤差限
界に関する研究はあまり進んでいないが,最近,若干の進展がみられることを注意 したい.

Kariya and Maekawa(1982),F可 ikOshi(1985a)は それぞれ, SUR(Seemingly Unrelated
RegressiOn)モ デル,GMANOVAモ デルにおける推定量の漸近展開に対 して誤差限界を与え
ている:ま た,Shimizu(1987)は正規尺度変量について,同様な研究を行っている.こ れらを
含む誤差限界に関するサーベイ論文 として,FuiikOshi and Shimizu(1988),Fuiikoshi(1993)
がある.後者の論文には,あ る種の Cornish一Fisher展 開に対する誤差限界が紹介されている.

3。 多変量線形モデルとその一般化

3.1 多変量線形モデル

Ⅳ個の固体の各々について,次元変量 クが観測され,固体 グの観測変量をクがとし,線形モデ
ル

クが=g′αグ+0が, グ=1,… ,Ⅳ

を仮定する.こ こに,Fは 力×夕の未知パラメータ行列,α Jは 力×1の既知ベクトルで,4=[α l,

・・・,αⅣ]′ の階級は力とする.ま た,誤差ベクトル θJは互いに独立で,それぞれ,馬(o,功 に従
うとする.y=[ク 1,・

・・,御 ]′ とおくとき,E(⊃ =4ど であって,上のモデルは,多変量分散分析
(MANOVA)モデル,多変量共分散分析 (MANCOVA)モデル,多変量回帰モデル,等を含
んでいる。行列C:σ ×ルをrank(C)=ε の既知行列とするとき,検定問題“Cご =0"vs“ cΞ ≠



320         日本 統 計 学 会 誌  第22巻 第3号 (増刊号)1993

0"に対する標準形 は次のようになる :確率行列 Z:Ⅳ ×クの各行 は互いに独立でそれぞれ

ル (0,Σ )に従い,

とするとき,仮説検定問題は“ζ=0"VS“ ζ≠0"と して与えられる.尤度比基準は,Sλ=ZZl,

Sι =ZZ3と おくとき,■ =ISal/ISottSヵ lと なり第 2節で考察された統計量と同じものであつ

て,こ れを含めた 4つ の検定統計量 Tl,… ,■ が代表的な検定統計量である.不変検定は SヵS」
1

の固有値 λ≧…≧ら≧0に基づ くものである.上の 4つ の検定法を含む不変検定の性質について

は,最近かなりのことがわかってきている。夕=1ま たはσ=1の とき,不変検定は全て一致し,

一様最強力不変検定となる.一般に,不変検定の検出力関数は,,σ ,%の他にガ
~lζ

ζの固有

値 ωl≧ …≧ωp≧ 0に依存している.Das Gupta,Anderson and A/1udhaolkar(1964)は ,検出

力関数が各 ωJの単調増加関数になるための十分条件を与えている.こ の結果を用いると,■ ,

2,■ の単調性が示される.T3の単調性については,そ の棄却点が 1以下であるという条件が

必要になる.不変性は単調性からも得られる結果であるが,よ リー般的な不偏性条件はPerl_

man and 01kin(1980)に よって与えられている.各検定法 ■,… ,T4の許容性はそれぞれ個別

に示されてきたが,Anderson and Takemura(1982)は 不変検定の許容性について新しい統

一的な証明法を与えている.検定法の比較については,検出力の数値的比較,漸近展開法,等
による結果がある.と くに,検出力関数の漸近展開比較 (0(π

~2)を
無視した)に関する結果と

して,■ ,■,T3の検出力は

γ=瑶弁重号鶏旦,(ω=÷自ωあ硫=÷ム(の一のり

の値が正か負かによって順序づけられることが知 られている (Anderson(1984),Fujikoshi

(1988),竹村 (1991)).す なわち,γ >0の とき,検出力は大 きい順に ■>■ >■ となり,γ<

0の ときには検出力の順番は逆 となる.こ の結果は ■,T2,■ を含む検定法のクラスに対 して

も拡張されている (FuiikoShi(1988)).

上記の結果は,固定効果モデルに適用されるものである.ラ ンダム効果を含むモデルとして

は,例えば

yJ=ご′
αブ十βづ+0ゴ ,グ =1,・・・,N

が考えられる。ここに,新たに追カロされた項 βJは,固体 グのランダム効果を表す変量であって,

θJと は独立で,ル (0,4)に従っている.ま た,共分散行列 4は半正定値である。このモデルに

おける検定問題 としては,“rank(4)=π "vs“rank(4)>π "に関心がある。力個の処理またはグ

ループからなる 1元配置モデルにおいて,繰 り返 し数が等しい場合には尤度比基準が求められ

ている (例 えば,Anderson and 01kin(1986)).ま た,こ の尤度上ヒ基準,お よび,関連する統

計量の漸近分布が研究されている (Anderson(1989),Anderson and Amemiya(1991)).
Kuriki(1993)は Wishart行列から出発 して,そ の共分散行列 Σ についての階層的仮説 島 :Σ

=σ2rp,Jfl:Σ ≧σ2fp,島 :Σ >0に 関連 して 2つ の検定問題 “JfO vs〃 i∩ 〃,“島 vs lf2∩ Jfl"の

尤度比基準の性質を調べている.仮説 Jflは ,ラ ンダム効果に関連 して Rao(1965)に よって導

入されたモデルである.一般に,多変量ランダム効果モデルにおける統計的推測の発展はあま

りみられず,多 くの未解決問題が残されている.
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3.2 多変量線形モデルの拡張

各個体について,ある変量クが夕個の時点で測定される場合には,次の一般化線形モデルが
重要となる.

クが=XE′αが,グ =1,・・・,Ⅳ

ここに,X:夕×σはrank(χ)=σ の既知行列で,ご :σ ×′は未知パラメータ行列である.Xは
個体内計画行列とよばれている.こ の場合の観測行列yの平均構造は,E(y)=スarで ぁる.このモデルは,Rao(1959),POtthOF and Roy(1964)に よって導入され,成長データの解析
に応用されている.仮説検定問題 “CΞD=0"vs“ cΞD≠ 0"(c:ε ×力,κ :σ ×″はそれぞれ
階数ε,″ の既知行列)に対する標準形は次のようになる :確率行列Z:Ⅳ ×夕の各行は互いに
独立でそれぞれ Aら (0,Σ )に従い,かっ

とするとき,仮説検定問題はЛЪ:笙2=O VS島 :金≠0と して与えられる.こ の検定に対する
尤度比基準 は Khatri(1966),Gleser and Olkin(1970)に

よって求め られた。 7=[Z31Z32
Z33]′ [Z31Z32Z33],L=ZJら ,υ =(ケ +ふ373314)~V2(ふ2~ふ3臨 1%2)と

お くとき,尤度比統計量は■=ls』 ,/IS。 +Sヵ lと 表せる.こ こに,Sa=722・ 3=722~723451732,Sヵ =びυでぁる.MANOVAの 場合と同様に,他の検定統計量 2,■ ,■ も同様に定義される.Saは ウィシャー
ト分布 Иろ(%―し-2),易

2・3)に従い,ま た,sた は,z=z137331Zん が与えられたとき,s′ とは
独立に非心ウィシャー ト分布 Иろ(σ,易 2・3;0傷(I+%)一101)に

従っている.こ こに,易 2・3=易 2~易3ゐ 1民
2,Σ″はΣの分割行列である.こ の結果を利用して,検定統計量 ■,… ,■ に基づく検定法についてMANOVAの 場合と同様な性質が得られている。 しかし,許容性については,条件つき許容性から本来の許容性が得られないため十分な結果が得られていない.こ れらの検定法は統計量 ″=馘町lυ′

に基づいてぃる.Kariya(1978)は 不変検定の本質的完備クラスは″ と Zに基づ く検定であることを示し,さ らに,局所最良不変検定の棄却域 は ■=″ (f十%)~1[(ε 十%―′十α)σ
~1″

(I十 ″)~1-f]>′ で与えられることを示している.検定問題についてはKariya(1985)に 詳しく解説されている.

一般化 MANOVAモ デルについてはぃくっかのサーベィ論文があるが, とくにvon ROsen
(1991)は 237編の引用文献を挙げて解説している.その内容は,推定,検定,標本分布,共分散構造,信頼領域,拡張モデル,Ξ に関する線形制約,欠測値,ベィズ法,縦断的研究,等の
多岐にわたり,それぞれについて文献を中心にした解説がなされている。なお,推定問題,予測問題についてはRao(1987a,b)を 参照されたい.

一般化 MANOVAモ デルとその関連モデルは成長データを初めとする経時データの解析へ
応用されている.こ のとき,団体の変動を考慮したランダムモデル

クJ=XE′αづ+xBJtt οJ, グ=1/… ,Ⅳ

も提案されている(Rao(1965)).β Jは,MANOVAの場合のランダムモデルと同様にοJと は独立で,馬(o,△ )に従う確率変量である.しかし,の には厖″(οD=σち が仮定され,全誤差項ε
`=χ

&十οJに ついては
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E(ε)=0, 流Zγ (εD=Σε=X△ X′十σ2rp

となっている.共分散構造 ΣεはRaoの共分散構造 と呼ばれている.半正定値行列△の不変推

定量は容易に求められるが,不偏推定量は必ずしも半正定値ではないという欠点がある.経時

データにおいては,測定時点や測定条件が団体毎に異なる場合がしばしば生ずる.ま た,各固

体の繰 り返し測定数も固体によつて異なったり,欠測値も生じがちである.こ のようなアンバ

ランスなデータに対するモデルとして,固体 グの夕が次元観測変量 yグ について,個体内計画行列

Xを固体に依存したχLに したモデルが提案されている (Laird and Ware(1982)).ま た,パ

ラメータご,σ
2,△ のMLEを数値的に求める方法として,EMま たはNRア ルゴリズムが適用

されている (Lindstrom and Bates(1988))。 VOnesh and Carter(1987)は 拡張モデルのもと

での反復計算を必要としない推測法を提案している.最近,誤差項の共分散構造として自己回

帰構造を想定する場合等を含め一般化 MANOVAお よびその拡張モデルに関する論文は多

い.こ れらに関しては,先に述べた von Rosen(1991)の サーベイ論文,お よび,CrOwder and

Hand(1990)の 研究書を参照されたい.同一固体について複数個の変量が繰 り返し測定される

場合のデータは多変量経時データとよばれる.バランス型で共分散行列が一般の正定値行列で

ある場合には,一般化 MANOVAモ デルの理論を適用することができる.ラ ンダム効果共分散

構造をもつ場合には,新しい推測法が必要となる (Reinsel(1982,1984),Boik(1988)).

4。 次元推定と変量選択

4。1 問題の定式化

多変量解析法の多 くは,多変量データを小数次元の空間に表現することと関係している.こ

のとき,縮小表現空間の座標とその次元が重要となる.例えば,多群の判別分析において,群

間を判別するためには何個の判別関数が必要であるか, 2組の変量間の関係を記述するために

は何個の正準相関変量が必要であるか,多次元のデータ集合の変動の大部分を説明するために

は何個の主成分が必要であるか,等は新しい座標の次元を決定する問題である.ま た,多変量

データの解析において,用 いられている変量の中に冗長的なものがあるかどうかも問題になる.

後者の問題は変量選択問題とよばれる.

上のような問題は,多変量解析の本,Kshirsagar(1972),Muirhead(1982),Anderson

(1984),Siotani,Hayakawa and FuiikoShi(1985)に おいても扱われている.一般に,あ る統

計解析に対して,次元変量 ″=(″ 1,。
・・,助 )′ から新しい変量

yJ=ク」(″ ), グ=1,¨ 。
,α

が定義され,かつ,こ れらのうちの最初の物個による縮小表現に関心があるとする.ま た,変

量の集合{yl,・
・。,y″ }の各々について,統計解析の目的に関する情報量I({ク 1,。

・・,y″ })≧ 0が与え

られているとする.こ のとき,変換変量の次元は,通常r({ク 1,・
・・,yπ })=I({ク 1,・

・・
,ク9})を満たす最

小な%と して定義される.一般には,与えられた比率g(0<g≦ 1)に 対して,I({ク 1,・
・・,yπ })≧

θ」({υ l,・・・,υ9})を満たす最小な%に も関心がある.と くに,σ=1の ときの物は前者の次元にな

る.後者のような次元は主成分分析に適用される.こ の定式化に従つて,判別分析,正準相関

分析の通常の次元が定義され,ま た,主成分分析の実際的な次元が定義される.

(1)判別分析 力個の沙次元正規母集団 Aら (μJ,Σ ),グ =1,… ,ん からの大 きさМ の標本に基づ

く群内変動行列,群間変動行列をそれぞれA,3と する.こ のとき,■,3は互いに独立で,

それぞれウィシャート分布 Иろ(π ,Σ),非心ウィシャート分布 Иろ(カ ー1,Σ ;N② に従う.こ こ

に,Ⅳ =М十…+凡,%=Ⅳ一た,ρ =Σた1(%J/Ⅳ )(μ =一 ″)(μが一″)′ ,″ =(1″Σ誕lМ″J.変換変量 yJ
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=γ′″,グ =1,¨・,σ(=min(夕 ,カ ー1)は判別関数であって,ル は Σ
~lρ

の第 ′固有値
"Jに

対応 す

る固有ベクトルである.」 ({ク 1,・
・・,yπ})=ωl+… +ω″と定義すれば,判別変量の次元はゼロでな

い ωプの個数である.従って,次元が%であるとは〃庶 rank(2)=%,ま たは,ω l≧ …≧ω滋>ω″+1

=… =ωp=0を意味している.

(2)正準相関分析 夕次元変量 ″=(″f,瘍 )′ はル (μ ,Σ )に従 うとし,″ の分割 ″1:夕1× 1,

&:2× 1に対応して,μ ,Σ を分割する。2組の変量 ″1,&間 の関係は正準相関変量で記述され
る.第 ′正準相関変量,第 ′正準相関係数をそれぞれ y:2× 1,ρ J,′ =1,… ,c(=min(夕 1,夕2))と

し,I((yl,・・・,y″})=ρ:十 …+ρ%と する.こ のとき,正準相関変量の次元はゼロでないρJの個数
である.ま た,次元が%であるとは,″魔rank(ふ2)=2,ま たは,ρ:≧ …≧ρ%>ρ%+l=… =ρ z

=0を意味している.

(3)主成分分析 ′次元変量 ″は Aら (μ ,Σ )に従うとする.″ の変動を少数個の変換変量で
説明するとき,主成分 クJ=γ

`″

,グ =1,… ,σ(=夕)が用いられる.こ こに,γ′はΣの第 グ固有値 スJ

に対応する長さ1の固有ベクトルである.yl,・・。,y″ を用いたときの情報量はI({ク 1,… ,ク″})=ス 1

+… +ス″と定義する.こ の場合の次元としては,与えられた比率θ(0<θ <1)に対して

(ス1+…・+ス″)/(ス 1+¨・+ん)≧ g

となる最小な%を考えるのが実際的である.判別分析の場合におけるように,σ =1と すると,

次元はス″>ス″+1=… =ん =0と なる2と して定義される.こ の場合には,退化分布の問題が生
じ,推測問題が困難になる.

上の次元の定義において,正規性の仮定は必要でないが,検定等を考えるとき必要となるの
であらかじめ仮定している.次に,沙 次元変量″=(″ 1,・

・・,み )′ についての統計解析において,

変量″1,・
・・,み の選択を問題にする.冗長的変量を除くことは,推測の効率の向上,データ収集

に関する負担の軽減,さ らには,データ解釈の簡単化が期待される.定式化は,変換変量 ク1,・
・・

,

y9の選択の場合とほぼ同様であるが,異なる点は″1,¨・,み の場合には重要性に関する順序がつ
いていないことである.従って,こ の場合,″ 1,・

・・,助 の全ての部分集合について検討する必要が
ある.記号の簡単化のため,変量の集合と対応する添字の集合を同一視する.例えば,(χ l,助}
≡(1,2}.一般に,変量の部分集合 {A,… ,九}の各々に対して統計解析の目的に対する自然な情報
量 f({A,… ,ノ″})が定められているとする.こ のとき,変量選択問題は制約条件

〃(仏 ,… ,九}):I({A,… ,九 })=f({1,… ,′})

をみたす最小な変量の部分集合を決定することとして定式化される.推測に関連して,″ (仏 ,

・・。,九})の もとでの最大尤度が基本的となりぅ最大尤度が計算しやすい〃({A,… ,九})の表示が
問題となる.モ デル〃({1,… ,%})は ,″1=(″ 1,・

・・,χ″)′ だけで十分であり&=(″″+1,… ,み )′ は冗
暴であることを意味しており,め の冗長性仮説ともよばれる.Rao(1970)|ま 2群の判別分析
における冗長性仮説に対して種々の同値命題を与えている.多群の判別解析に関しては,I({1,
・̈ ,%})=tr Flllolと 定義すると

″({1,… ,π)):tr駄 191=tr Σ
~lρ

で,こ れは“ル1-易 lΣilμ ll=… =ルた一易12111μ lた "と 同値である.種々のモデルにおける冗長性
については FuiikOshi(1989)に 解説されている.

4.2推   測

正準相関分析の場合は判別分析の場合 とほぼ平行的な結果が得 られるので,以下では判別分
析の場合について述べる.固定 された2に対 し,次元に関する検定問題 ″L:rank(ρ )=%vs
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κπ:rank(2)>物 は古 くから考えられている.π=0の とき,水準 αの尤度比検定の棄却域は

141/1五 十BI=Π推1(1+み)~1<σ。(α)で与えられる。ここに,ム ≧…≧らはA~lBの 固有値である.

一般の物に対する尤度Lヒ検定の棄却域は 陽 =Π務+1(1+み)~1<επ(α)である.一 %10g Zπ は仮

説 馬 のもとで漸近的に自由度ん =(タ ー%)(カ ー1-%)のカイニ乗分布に従うが,そ の近似の

改良として ″甥=一 [π +(1/2)(カ ーター2)十 Σttl″
1]10g陽 が提案されている (Lawley(1959),

Fujikoshi(1977),Glynn and Muirhead(1978),ChOu and Muirhead(1979))。  %≧ 1の場合に

は相似検定とならないため,σ (α)を仮説 π
“
のものでSup P(″Ъ<θ (α))≦ αとなるように定め

る必要があるが,最適な ε(α)についてはSchOtt(1984)を 参照されたい.次元物を推定する方

法として,逐次検定法による方法とモデル選択基準を適用する方法が考えられている.伝統的

に用いられている検定法とは,仮説島,島 ,… をこの順に検定して,島 ,… ,π
“
_1が棄却され π

“

が選択されれば,次元はπであると推定する方法である.検定の順序としてはこの逆も考えら

れる.検定法による問題点の 1つ は,各段階での棄却点は厳密には条件つきで評価して決めら

れるべきものであるが,非常に複雑になるため条件を無視した評価がなされていることである.

モデル選択基準を適用する方法とは,例えばAIC(Akaike(1973))を 用いて,min(40,・・・,■ 9)

=A“ のとき,次元を物と推定する方法である (FuiikoShi and Veitch(1978)).こ こに,α =

minし ,た -1),49≡ 0,

ス″=一 η log″Ъ-2(タ ーπ)(カ ー1-π),π =0,… ,カ ー1.

一般にAIC選択法は一致性をもっていない.一致性をもつようにするためには,例 えば,

Schwartz(1978)に従つて,ズ″=―π lQg″一(ター%)(ルー1-%)log πと修正すればよい.な

お,変量選択問題に対しても同様なモデル選択基準が求められている (FuiikoShi(1985b)).

主成分分析における主成分の次元の推定法として,上記の定式化に基づく逐次検定法を適用

できる.こ の他の方法として,交差検証法 (crOss‐ validation method)に よる方法も提案され

ている (Wold(1978),Krzanowski(1987)).

5。 その他の話題

この節では,主 として第 1節で述べた研究課題 Bl～ B13に 関する最近の進展を取 り上げる.

これらについては,総合的なものではな く,断片的な紹介である。

5.1 多変量非正規モデル

最近,非正規連続型多変量分布 として Elliptically Contoured Distribution(楕円等高面分布 ,

単に EC分布 という)にかなりの関心がよせられている.こ の分布は,ク 次元変量 ″の夕″ が

141~lθ [(″ 一μ)′ 4~1(″ 一μ)]

として与えられる分布であつて,記号 として EC(μ,4)が用いられている.関数 gを適当に選ぶ

ことにより,特別な場合 として,次元正規分布,多変量 ′一分布が得 られる.正規分布は平均ベ

クトル μと共分散行列 4で規定されるが,EC分布には,こ の他に尖度パラメータ χが含まれ

ている.EC分布の基本的な性質は Kelker(1970)に よつて展開された.ま た,1980年以前の

EC分布に関する論文は,Chmielewski(1980)に よつてサーベイされている.正規性の場合 と

同じ,ま たは,類似の結果が得 られることから,1980年代にも多 くの論文が発表されている.

これらについては,Fang and Anderson(1990),Fang and Zhang(1990)を 参照されたい.

EC分布に関しては多 くの理論が得 られ,ま た,ロ バス トネスの研究にも利用されている(例 え

ば,Kariya and Sinha(1988)).し かし,連続型多変量データの誤差モデルとしての有用性に

関しては,今後,理論面のみならず実際面からの検討が必要である.
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多変量分布族の一つ構成法として,周辺分布が指定された分布になるような分布族が考えら

れている。また,分布の基本的性質を利用してこれらの分布族の比較も行われている.こ れら

に関する最近の研究については,Joe(1993)を参照されたい.

5.2 ロバス トネス

MANOVAモ デルにおける代表的検定法 ■～T4(2.1節 を参照)に おいては, 2つ の基本的

仮定 ;(i)正規性,(ii)共分散行列の均一性,が前提になっている.こ れらの仮定に関する

ロバストネスの研究は,基本的には,仮定がくずれることによる検定統計量の棄却点および検

出力への影響を調べることである.1980年までの研究については,Ito(1980)に よってサーベ

イされている.仮定 (i),(ii)を 前提としない一般的な状況のもとでの検定統計量の分布は

非常に複雑であるため,何等かの近似または数値実験を用いて調べられている.1980年代には,

非正規性モデルとして EC分布に限定したロバストネスが研究されている.こ の場合には,null

分布が正規分布の場合と同一であるとか,ま た,あ る種の最適性が保存される,等の明確な結

果が得られている.こ れらについての結果はKariya and Sinha(1988)に 系統的にまとめられ

ている.一般に,正規性の仮定のもとで提案された推測法が,EC分布のもとでどのような影響
を受けるかの研究は現在も進行中である.推測法のロバス トネスを調べる他の方法としては,

はずれ値による影響が調べられている.こ の研究は,各観測値が分析結果にどのように影響す
るかという感度分析に関係しており,こ れについては田中 (1992)の サーベイ論文を参照され
たい.

ロバス トネスに関する研究の他の方向として,ロ バス ト推測法を探る研究が行われている.

平均ベクトル,共分散行列についての代表的なロバスト推定として,M一推定量が知られている

(Maronna(1976))。 回帰モデルにおけるM一推定に関する文献は多い.こ の中で,Bai,Rao and
Wu(1992)は多変回帰モデルの M一推定に関する一般的な結果を与えている.M―推定量を用い

た各種推測が考えられるが (例 えば,Campbell(1980,1982)),こ れらの性質に関する研究は

今後の課題と思われる.

5.3 多変量欠測値

欠測値がある場合の推測問題は,欠測値が単調的 (ま たは階層的)である場合には比較的容
易である.一般に,夕 次元母集団からの標本 ″α=(″αl,・

・・,″励 tα =1,… ,Ⅳ は,″″が欠測値で

あるとき,すべての″″,β ≧α,ノ ≧グが欠測値になっているとき,単調的であるとよばれる.夕 次
元正規母集団 Aら (μ ,Σ )か らの標本であると,″αのクグ が条件つき,″ をを用いて

/(″α)=/(″αl)/(″α21″αl)。 /̈(″″|″αl,¨
。
,″α,p_1)

と分解され,ま た,パラメータμ,ガ も一意的に分解される.従って,(欠測値を除いた)観測
値データに基づく最尤推定量が具体的に求められる.欠測値が単調的である場合には,多 くの

推測問題に関して完全データの場合とほぼ平行的結果が得られている.こ れ等の文献は,Kar‐
iya,Krishnaiah and Rao(1983)に 上げられている.彼等は,他の欠測値のタイプについても
推測の漸近的性質を調べている.欠測値のタイプが一般な場合の最尤推定量を求める方法とし
て,Dempster,Laird and Rubin(1977)に よるEM計算法が知られている.EM計算法とは,

欠測値をExpectationに よって推定し,次 に仮の完全データを用いて尤度の MaximizatiOnを
行う反復計算法であって,広 く用いられている.他の方法として,尤度方程式を具体的に書き
下す研究もなされている (Srivastava(1985)).欠 測値が一般の場合には,パラメータの識別
可能が保証されない等,厄介な問題が生じる.Anderson and Perlman(1991)は ,ル (μ ,Σ )

からの一般な欠測値をもつ標本に関しても,適当な条件付き独立性条件を導入する事によって

単調的な場合と平行的な結果が得られることを示している.
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5.4 高次元小標本問題

一般に,多変量推測法においては,標本の大きさが変量の次元より大であることが仮定され

ている.変量が多いと,こ の仮定が保証されない場合が生ずる.Dempster(1972)は 」鴫 (ル ,Σ ),

グ=1,2か らの大きさМ の標本に関して,夕 >М +九-2の場合の検定法を考察している.こ の

場合には,多変量 T2検定が利用できなく,直交変換に基づ く検定法が提案されている.

Friedman(1989)は, ルの母集団ΠJ,グ
圭1,… ,ル の判別問題において高次元小標本および共分

散行列の非同等性を考慮した正則化判別法を提案している.第 グ母集団からの大きさМ の標

本に基づ く標本共分散行列をSJと し,合併不偏推定をSと する.こ のとき,第 ′母集団の共分

散行列 ΣJを

ふ(ス ,γ)=(1-γ)'J(ス )十 燿万
1 tr'(ス

)rp

で推定している.ただし,'(ス )={(1-ス )(М -1)SJ+λ (Ⅳ一カ)S}/((1-ス )(М -1)十λ(Ⅳ一カ)}.

パラメータλ,γ (0≦ λ≦1,0≦ γ≦1)は誤半J別率が小さくなるように決定される.こ の方法は膨

大な計算を用し,計算機を利用することによつて実行される統計的方法である.こ の方法の性

質については,あ まり知られていない.判別されるべき観測値 ″が ΠJに属するときの群内変

動行列を 形 とするとき,Saranadasa(1993)は %のノルムを利用したいくつかの半J別法を提

案している.

5.5 多変量回帰の逆推定

回帰分析では説明変量″が与えられたとき,反応変量 yについての推測が問題となる.こ れ

とは逆に, クの値が観測されたとき,″ についての推測を行うことを回帰の逆推定といい,古

くから研究されている.夕 個の反応変量 yl,・・・,り と,個の説明変量 ″1,・
・・χ9に関する多変量線

形回帰モデルにおける逆推定問題の研究は,BrOwn(1982)の論文が契機になっている.事前

データと(釣 ,…ル)に基づいて,(″ 1,・
・・,″9)を推定する種々の方法が提案されている.1次元の

場合には古典的推定量の平均が有限でないという問題点が生ずるが,多変量の場合にはこの点

が解消される.すなわち,沙≧σ+1であると,古典的推定量の平均が有限になり,ま た,沙≧σ

+2であると,その平均 2乗誤差が有限になる (Nishii and Krishnaiah(1988)).一 方,夕 =σ

の場合には,古典的推定量は最尤推定量であるが,夕 >α のときは最尤推定量とはならない.さ

らに,推定量の一致性が保証されなく,ま た,信頼領域が必ずしも閉領域にならない等,困難

な問題点を含んでいる.古典的推定量の他に,逆推定法,ベイズ推定法, リッヂ回帰推定法,

等の種々の推定法が提案されているが,こ れらについてはOsborne(1991)のサーベイ論文を

参照されたい.

5。6 方向性データの解析

方向性データの解析とは,標本空間が円周または球面である場合の統計解析である.確率モ

デルとしては,指数分布族のい くつかが考えられているが,そ の中で次の夕″ をもつ von

Mises‐Fisher(ま たはLangevin)分 布が代表的である.

/(″ ;μ ,χ )=α (χ )~lexp{κμ
′″}

ただし,κ >0,μ′
μ=1,ノ″=1。 この方面のサーベイ論文としては,Mardia(1975),Jupp and

Mardia(1988)がある.後者の論文においては,1975年以降の進展が種々の観点から整理され

ている。取り上げられている項目は,確率モデル,推測,漸近・近似的結果,分布の特徴,は

ずれ値・適合′性検定,ロ バストネス,シ ュミレーション,ノ ンパラメトリック・ ブー トストラ

ップ法,密度推定,曲線適合,非標準的応用,探索的データ解析,その他の標本空間,等多岐

にわたっている.最近,Lange宙 n分布のもとでの検定問題に対して,高次漸近理論が展開され
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(Hayakawa(1991),Watamori(1992)等 ),ま た,局所最適検定に関する研究もなされてい

る (SenGupta and Jammalarnadaka(1991))。 さらに,Stiefelお よび Grassmann manifold

を標本空間とする問題も研究され,関連する統計量の漸近展開も導出されている(例 えば,Chi―

kuse(1991)).し かし,標本空間が,通常のユークリッド空間や離散空間と異なるため,推測

の最適性に関する研究は十分なものとはいえない.

6.さ い ご に

多変量推測法の発展は,第 1節で述べたように,例えば,Al～A5,Bl～ B13の如 く非常に

多岐にわたっており,ま た,こ れらの多くについて最近著しい発展がみられる.しかし,本論

文において取り上げられている内容は,こ れら全般にわたるものではなくかなり限定されたも

のになっていることをことわっておきたい。なお,取 り上げられていない内容のうちのいくつ

かは,別稿および第 Ⅱ部で解説されており,こ れらを含めると,多変量推測法のかなりの部分

がカバーされることになる.共分散構造および線形関係モデルについては,別稿「潜在構造モ

デル」 (浅野長一郎)と して統一的に扱われている.平均ベクトルと共分散行列の推定に関して

は,最近,Stein推 定量の一般化である縮小推定量が構成されている.こ の発展に関しては別稿

「統計的推定論の最近の展開」 (久保川達也)で解説されている.なお,固有値の推定に関して

も同様な発展があるが,こ れについてはMuirhead(1987)のサーベイ論文がある.多変量順序制

約下での検定問題に関しては別稿「検定論の最近の展開」 (竹村彰通)に解説されている.判別

分析においても多 くの進展がみられるが,こ れらについてはMcLachlan(1992)に よる研究書

を参照されたい。最近,誤判別確率のノンパラメトリック推定法にかなりの関心がよせられて

いる.こ れは,EfrOn(1983,1986)のブー トス トラップ法に関連するものであって,こ れにつ

いてはMcLachlan(1987),別 稿「ブー トストラップ法とその応用」 (小西貞則),小西 0本多

(1992)を参照されたい.因子分析モデルの最近の発展については,本稿の第Ⅱ部および狩野

(1991)の サーベイ論文を参照されたい。

これまでにみてきたように,多変量推測法は;最近著しく発展してきている.しかし,こ れ

らの大部分は,多変量正規モデルと線形構造に依存するものである.従って,多変量非正規モ

デル,非線形構造,お よび,実際の多変量データ解析と理論との乖離等に焦点をあてると,多
くの問題点が残されているといえる.ま た,計算機の急速な発展と関連して,計算機を駆使し

た多変量解析手法,例えば,射影追跡法,ブー トストラップ法,グラフィカル表現法が発展し

てきている.こ れらについてもより厳密な理論展開が必要である.
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第 H部 :多変量データ解析法

柳 井 晴 夫

1.  は じ ど)に

多変量データ解析 Multivariate Data Analysisと は事象そのもの,ま たはその事象の背後に

あると想定される要因の多元的演I定から,(i)事象の簡潔な記述 と情報の圧縮 (次元の縮小),

(ii)事象の背後にある潜在因子の探索,(iii)事象に対する複数な要因の総合化,等を目的と

する統計的手法の総称 といえよう.なお,分析に用いるデータは必ずしも量的データである必

要はなく,こ の意味で (市 )質的データの数量化に関する手法も多変量データ解析において主

要な役割を果たすものである.さ らに,同一個体の同一変量に関する測定が時間を追って複数

回行われる場合には,それらは3重配列の多変量データとなる.こ のような,(v)多重配列デ

ータの解析法に関する研究が最近急激に増加している。

本稿では多変量データ解析の手法を,次元縮小の方法,質的データの解析法,多重配列デー
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夕の解析法,に分類 し,それぞれに含 まれる手法についてできる限 り多数の理論的,お よび応
用的研究を取 り上げる.国内の雑誌では主に,「 日本統計学会誌 (J.of Japan Statistical SOci_
ety)」 ,「応用統計学」,「行動計量学」,「Beha宙Ormetrika」 ,国外の雑誌では多変量データ解析
に関する論文が比較的多 く掲載されている「Psychometrika」 を中心に,そ の研究動向を探っ
てい くことにしたい.そ の際,可能なかぎり,我が国の研究者による研究を中心に紹介するこ
とにする.なお,本節に示した文献のうち,著書に関するものは第Ⅲ部の文献を参照して頂 き
たい。

2.次元の縮小の方法

本節では,Seber(1984)に 従い,主成分分析,多次元尺度法,正準相関分析,判別分析,因
子分析を多変量データ解析における次元縮小の方法 と捉えて,それぞれの手法の現状 と展望を
解説する.

2.1 特異値分解

縦にπ個の個体,横に,変量を割 り当てた π×ρ行列,よ り詳 しくいえば,夕 個の変量″1,… ,

み に対するπ個の個体の測定値を成分 とするη次元ベク トル,″1,均,… ,ル によって記述され
る %×夕征薄利

(1)          x=[″ 1,&,¨ 。
,tup]

を多変量データ行列 という。主成分分析は多変量データ解析における最 も基本的な次元縮小の
方法で,多変量解析の全般的解析書には必ずといってよぃほどその記述に多 くのページが割か
れている。最近になっても,主成分分析に的を絞った著書 (Jollife(1986),Jackson(1991))
が出版されてお り、この意味でも主成分分析は今日においても多変量データ解析における主要
な手法 といえよう.

(1)式で定義された %× 夕行列Xの列ベク トルで生成される部分空間を ″=S(X),さ らに,

γ=rank(χ )=dim 7と するとき,XりoJ=スィJ,■=乃J/νπ (グ =1,γ)を満たすノルム1の 沙
次元ベク トル ′Jと π次元ベク トルスによってχを ‐

χ=μ1/1メ十 。̈+μr/」夕=F/G′

(た だし,F′F=み ,G′ G圭み,μ J=√グ,∠ =diag(μ l,… ,μ r))

のように分解することを,特異値分解 (singular value decOmposition),ま たはェッヵ― 卜・
ヤング分解 (Eckart_YOung decompOsition)と ぃう.乃 は行列Xの ブ番 目の特異値で 乃=
乃(χ)と 書かれることがある.

なお,特異値分解に関する最適性に関し,2×夕行列 yの rankを s(s≦ γ)と したとき,Rao
(1979,1980)に より次の性質が導かれた.すなわち,

(2a)

(2b) μズX― y)≧μttsCF),グ 十s≦ γ,μJ(x― y)≧ 0,グ +s>″

である.上式における等号成立のための必要十分条件は,Xが (2a)の ように分解される場合,

7が, y=μ1/J+… 十μξく、 となることである.なおり上記のベクトル /1,/2,お よびベクト
ルμ

`,μ
20の各要素からなる (π +夕)個の点を2次元上に布置し,こ れらの各点に対応する事

象間の相互関連を容易に把握可能なものにするための手法に Bip10t(Gabriel(1971))が ある.

ところで,η ×夕行列Xの他に,π 次,お よび沙次の正定符号行列A,Bが与えられている場
合,Z=ス 12X312の

特異値分解はZ=“ G′ (ただし,F′F=r,α G=F,∠ =diag(μ l,・
・・,μr),乃

はZの特異値)と なる.こ のとき,υ=4-V2F,7=B-12Gと ぉくことによって,次の分解が



得られる.

(3)

(4a)

(4b)

(4c)
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X=ン ア
′
(た だし,υ

′
スυ=r,7′By=r)

上記の分解 は一般化特異値分解 (generalized singular value decomposition,Greenacre

(1984)))と 呼ばれる.特異値分解,一般化特異値分解は,次節以降に示す多変量データ解析の

各種手法における数学的な基本原理となるものである.

2。2 主成分分析

主成分分析の数学的原理は多変量データ行列Xの特異値分解に他ならない.よ り詳しく説明

すれば,(2a)式 におけるんは行列Xの第ノ番目の主成分,μJ動 の各成分は行列Xに含まれる

夕個の変数ベクトル″Jのベクトルんへの正射影の長さに相当するもので,主成分負荷量と呼

ばれる。 ところで,多変量データ行列Xは次のように基準化することができる.

X=OπX (た だし,0″ =L一 (1ル )1″ 1免 は0勇 =0″ ,(0″ )′ =0″ ,

を満たす直交射影行列 )

X2=XOp(Op=rp一 (1ゎ)lp13,Oβ =Opを満たす)

X3=0″XOp

通常の主成分分析は (4a)の ように基準化されたデータ行列が用いられる.Gollob(1968)

は (4c)の ように基準化された行列の主成分分析を提案した.ま た,Okamoto(1972)は 4種

のデータ行列 X,X2,X3お よび,X4=X(素得点行列そのもの)に基づく主成分分析を整理し

ている.なお,実験計画における交互作用要素の処理に関連して,宮川 (1992)は,(4c)の 方

法に基づく主成分分析の有用性を指摘している.

主成分分析の対象となる多変量データの各個体について性別,年齢別,出身地域別のような

外的基準の情報がある場合を,こ れらをπ×%行列Gで表わそう.こ のとき,直交射影行列 Pc

=G(G′ G)~lG′,Oc=L一 Pc,の導入により,データ行列X,お よびその共分散行列 S=X′X
は,

(5)       X=PGX+0ら X,X′X=X′PGX+X′ OGX

と分解される.こ のとき,X′PGXか らは,Gに関連 したXの主成分,Xη GXか らはGの影響

を除去した主成分が抽出される.こ のように、外的基準の情報 Gを含めて主成分分析する考え

方は,最初 Tukey(1962)に よって示唆され,Rao(1964)に よって定式化された.こ れらの

適用例には,Yanai(1970),橋 口(1978)がある.と ころで,上記の射影行列 Pcお よび OGは ,

Xの列ベクトルを空間 S(G)と その直交補空間 S(G)⊥ に射影するものであったが,Takane&
Shibayama(1990)は Xの行ベクトルを夕×′行列″によって生成される部分空間 S(〃),お よ

びその直交補空間 S(〃 )上 に射影する直交射影行列 島 ,Gの 導入により,データ行列Xを

“

)   X」

=[1Å

I耽 亀 島 +OGXG

と4つ の要素に分解 しそれぞれの項を多変量データ行列 として主成分分析する方法を提案 し

た。高根 (1992)は これらを含む一般化された主成分分析の方法を制約付 き主成分分析 (con_

strained principal component analysis) と口乎んでいる.

主成分分析の一般化 としては,bl″ +お″
2+b3y tt b4ク 2+b5躍 =ε といった曲線を 2次元平面
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上に定めるGnanadesikan(1977)に よって提唱された一般化主成分分析 (generalized princi_
pal component analysis)が あり,こ の方法の性質が Mizuta(1984)に よって調べられている.

上記の方法はさらに拡張され,多項式以外のよリー般的な曲線をあてはめるPrincipal curve
とよばれる方法が Hastie&Stuetzle(1989)に よって提唱されている。
主成分分析の拡張として,多変量データXを そのままのデータとして分析にかけるのでなく,

データ行列χの最適変換と主成分Fの導出といった過程を交互に繰 り返すことによって主成分
分析を行う非計量主成分分析 (nOn_metric principal cOmponent analysis)手 法であるプリン
シパルス (PRINCIPALS)(Takane et.al(1978))が 開発された力S,そ の後,SaitO&otsu
(1988)は異なったアルゴリズムに基づく方法を提唱している.こ の他,Saito,Kariya&otsu
(1988)に より3次以上の高次のモーメントを利用した主成分分析の方法が提唱されている.

主成分分析の応用研究としては,株価の変動といった時系列データヘ適用してMTVモデル
(Multivariate Variance COmpOnent MOdel;MTvモ デル)を提案した研究 (刈屋 (1987))
などがある.こ の他,主成分分析の応用としては線形回帰モデルy=却 +ε,においてβを推
定する場合,計画行列Xの分散共分散行列 (χ

′χ)の最大固有値ス1と 最小固有値ス2の比 (ス″p)

の値 (条件数と呼ばれる)に基づく多重共線性の診断 (Belsley et al。 (1980))が ある.

2.3 多次元尺度法

主成分分析は,多変量データが与えられている場合の次元縮小の方法であるが,多次元尺度
法 (Multi‐DimensiOnal Scaling(MDS))は 複数個の個体間の類似性データが与えられている
場合に,個体間の非類似度と空間の距離が何らかの意味でできるかぎリー致するようにそれら
の仰体をできるかぎり少数の次元を持つ空間に布置する方法である.MDSの方法には類似度
が間隔尺度で与えられている場合の手法である計量的 MDS(TOrgersOn(1952)),お よび類似
度が順序尺度,あ るいは名義尺度で与えられている場合の非計量 MDS(Shepard(1962),Krus‐
kal,(1964),Takane et al.(1977))がある.計量 MDSの最も基本的な解法は%個の個体間の
距離の平方を成分とする距離行列 Dl121を「ヤングハウスホルダー変換」して得られる行列 Pl=
(-1/2)0″到 aOπ の固有値,固有ベクトルを求めるもので,Gower(1966)に よる主座標分析
(Principal c00rdinate analysis)と 一致する.MDSにおいて分析の対象となる類似度行列は
通常は対称行列であるが, %人の被験者の物個の対象に対する好みの評定値の逆数をそれぞれ
の被験者の理想点と対象点間の距離行列 場のとみなし,P2=(~1/2)0″現 aO″ を特異値分解す
ることによって,理想点 と対象点を同時に多次元空間に布置する手法に展開法 (unf01ding
method,schё nemann(1970))が ある.こ れに対し,ブト計量 MDSは非類似性の順序関係のみ
に基づいて空間の布置を定めるもので,解を求めるにはかなり複雑な逐次解を必要とする.

これらの手法の原型は 1960年代に確立されたが,1970年代に入って複数個の類似度行列か
らそれらに共通する成分と独自な成分に分解する個人差 MDS(Carron&chang(1970)),
1970年代後半から1980年代にかけての最尤法に基づ くMDS(Ramsay(1977), Takane
(1978),(1981)),そ して 1970年代後半から199o年代にかけて我が国の研究者によって非対称
類似度行ダJに基づ くMDSの方法 (Okada(1987),Saito&Takeda(1990),ChinO(1978,
1990),Saito(1991)が種々開発されている.多次元尺度法の 1985年以前の研究に関してのサ
ーヴェイ論文として Hayashi(1985)がある.

2。4 正準相関分析

1970年代に入 り,行列の一般逆行列の概念が多変量解析に導入されるようになり,Khatri
(1976)は , 2変数群,X,7の 標本分散共分散行列,S″ =χ′χ,syy=ryが正貝iでない場
合に,S″,sy/の一方の一般逆行列の選び方によぅず,正準相関係数が一意に定まることを示
した.Rao&Yanai(1979),Rao(1981),Yanai(1981)は 正準相関係数の大 きさは sxx,syy
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の双方の一般逆行列の選び方によらないことを示した。 この結果を説明するためには直交射影

行列の利用が不可欠である。X,yの 列ベクトルで生成される部分空間 S(X),S(y)へ の直交

射影行列をみ=X(X′ X)~X′ ,お よびPy=К y′ y)一 y′ とすると,正準変数F=χ4,お よび

G=yBは

(7)           (PxPy)XA=XA∠  (PyPx)yB=yBZ,

によつて得 られる(た だし,A,Bは それぞれ,夕×γ,α ×γ行列で,γ =rank(X′ y),さ らに,

ん=ん(PxPy)と すれば,∠ =diag(ス 1,ス 2"・
"λ

p)).したがつて,X,yの 正準相関係数の平方は

スプ(PxPy)と なることから,共分散行列 S″,Syyが正則でない場合にも,正準相関係数は一意に

定まることは明らかである.ま た,Xと yの列ベクトルで生成される部分空間 S(X;y)へ の直

交射影行列が,

(8)        2淘 y=Px+Poxy, または, =Py+Rはx

(た だし,POxy,L“ はそれぞれ S(Gy),S(OyX)の上への直交射影行列)と 分解されること

を利用すると,Fxz=(X;Z)と Fy7=(y;7)の 正準相関係数の平方和に関して,次の分解が

成立する (Yanai(1980)).

0) 鸞留記1厚富琳窮lt<PoxzPQ励

第 2, 3項 は部分正準相関 (part canOnical correlation)の 平方和,第 4項 は双偏正準相関

(Bipartial Canonical correlation)の 平方和である (Timm&Carlson,1976).

ところで,藤越康祝は多変量解析における変数間の冗長性について一連の研究 (例 えば,藤

越 (1992)を参照せよ)を行っているがそのひとつに正準相関分析における冗長性の研究があ

る.FuiikoShi(1982)は ,Xと yの間の正準相関係数が (X;Z)と (y;7)の間の正準相関

とかわらない,つ まり,Zと 7がXと yに関して冗長である(redundant)た めの条件を導いて

いるが,こ の条件は上記の (9)式 を用いることヤごよりtr(rレクノL7)=tr(PxPy)に よって導か

れる。

ところで,正準相関分析における冗長性に関しては,上記の冗長性 とは全 く異なった文脈で

定義されているものがある.(8)式によつて得られるA,Bに よつて定義される構造ベクトル

を,

7=(a,υ2"oっ υp)=(X′X)ス,7=(y′ y)B

とおけば,yが与えられた場合のXの冗長性係数 (redundancy coettcient)(Levine(1977)

を参照)は,次のように展開される.

(lD      R9(X/y)=ム (ん‖鋳F)わ=tr(x′PyX)わ

上記の冗長性係数は正準相関分析において得られた正準変数の解釈を明確にする為に Stewart

&Love(1968)に より導入されたものであるが,冗長性係数の概念から派生した冗長性分析

(redundancy analysis)(van den w01lenbcrg,1977)は 上式の右辺の (X′PyX)の主成分分

析 と等価 となる.こ れらの論文の影響を受けて,PSyChOmetrika誌 上においては,冗長性分析

に関連した研究 (例 えば,Israels(1984))が発表された.

正準相関分析を記述的な立場か らみた場合,大変興味深い性質が存在する.Jewell &
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B100mield(1983)は下記に示す二組の多変量データ行列X,yに 基づ く共分散行列 S,

から計算される正準相関係数の平方ん6競sxパルS″)の値が,上記に示した逆行列S~1の要
素におきかえて計算される,ん((SXX)-lSχ

y(s yy)-lS″
)に等しくなることを導いた.

Khatri(199o)の 定式化に従えば,(4;3)=S~1を満たす (夕 +α )× 沙行列 4,(夕十σ)× σ行列
Bに より定義される

F=(χ ;y)ス =OyX(χ′OyX)-1,G=(X;7)B=oxy(rey)-1

の分散共分散行列が S~1に等しくなることより,0(X,動 を二つの変数群X,yの第ブ番目の
正準相関係数とすれば,

(13)          の(F,G)=ρ′(OyX,oχ y)=0(X,7)

が導かれる.Yanai&Puntanen(1993)は 上記の結果を3変数群X,y,zが ぁる場合に拡
張している.こ の問題に対するもうひとっの拡張の方向はSが特異な場合に上記の関係がどの
ように変化するかといったものである.Latour et.al(1987),Baksalary et.al(1992)は S~
が対称な反射型一般逆行列の場合の議論を展開し,Khatri(199o)は ,s+の場合についての議
論を展開しているが,Sの任意の一般逆行列についての結果は得られていない.

この他の正準相関分析に関する研究としては,x=(xl:X2),y=(И ;し )と おくとき,0(x,y)≧島(Xl,y)≧ 島(Xl,X)が成立することを示した研究 (Wang et al.1987), 2組 の多変量
データχ,yの相互関連の指標について整理した研究(Ramzay(1984)), 3組 以上の変数群が
ある場合の正準相関についての研究 (Kettenring(1971),van de Geer(1984),Campbell&
TomensOn(1983)),非 線形正準相関の研究 (Burg et.al.(1983),麻 生他 (1987)),次元縮小
法としての正準相関分析に関する研究 (Rao(1980)),正準変数に対する重みベクトル a,b,
の各成分を1ま たは-1に限定した研究 (DeSarbO・ (1982)),正準相関分析における解釈法に
重点をおいた研究 (CajO&ter Braak(1990)),正 準相関分析で得られる重みベクトル a,bに
助 =0,Gb=o, とぃった制約条件をつけた Yanai&Takane(1992)に よる研究等がある.正
準相関分析は主成分分析と関連づけて用いられることは少なかったが,Gittins(1980)は ,植
物と動物の全体としての相互関連の強さの計量の必要性を背景にして,生態学における正準相
関分析の利用を推奨している.

2。5 判別分析

正準相関分析における二組のデータ行列X,7の うち,一方のyが個体の所属するσ個のグ
ループのいずれかを示すダミー変数行列である場合,Sβ を級間分散共分散行列とすれば

(14) (χ
′PyX)α =ス(χ

′
χ )α ⇒ sBα =ス sα

となる. これは,Rao(1952)に よって,正準分析 (canOnical analysis),Cooley&Rohnes
(1962)に よって,重判月J分析 (multiple discriminant analysis)と 呼ばれていたが,最近では
正準判男」分析 (canOnical discriminant analysis)と 呼ばれるようになってきてぃる.なお,上
記の正の固有値の個数は μ=rank(品)で,こ の値は一般には Min(夕 ,α -1)と 等 しくなるが,丘
本 (1992a)は ,人エデータにより,2<Min(夕 ,α -1)と なる例が存在することを指摘 している。

一方,´ 個の変数が多変量正規分布に従 うという仮定から最尤法により導かれる判別関数に
関しては,こ れまで多 くの研究 (例 えば,Krzanowski(1975),Otsu(1975))が みられるが,

χ
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1970年代後半から疫学の分野においては多変量正規性の仮定が必要とされない多重ロジステ

イック分析が多 く用いられるようになってきた (そ の詳細については,例えば,柳井他 (1982)

参照).さ らに,70年代から80年代にかけて核関数 (kernel function)を 用いてデータから確

率密度関数を推定するノンパラメトリックな判別分析に関する研究 (例 えば,van Ness(1979))

が進展した.ま た,多変量正規分布に基づく判別関数で各群の分散共分散行列 Σプが等しいとい

う仮定をおかない場合, 2次の判別関数 (そ の適用例については,Kubo(1980)を 参照)が導

かれるが,こ のためデータ数が少なくなることによりふ が特異行列 となることがある.こ のよ

うな場合に対処する方法 (松田他 (1990))が提案されている.

なお,判別分析の適用例 としては,こ れまでに適性の診断(Yanai(1973)),病気の自動診断

(高橋 (1969),古川 (1982)),筆跡鑑定 (Sugiyama et al。 (1986),大塩他 (1991)),形態の

類型化 (高部 (1985))等が挙げられる.

2.6 多変量家族データの分析

身長,体重,胸囲,座高といつた多変量の身体計測値の親 と同胞間の関連性の程度 (級間相

関),お よび同胞間の関連性の程度 (級 内相関)を 多変量的に測定する多変量家族データ

(Multivariate familial data)の解析に正準相関分析,お よび正準半J別分析が適用されている

(Konishi&Khatri(1990),Konishi et al.(1991),Konishi&Rao(1992)). また,Rao&Rao
(1987)は 上記の多変量家族データの分析に関連づけて,同系正準相関 (hom01ogous canonical

correlation)と いう概念を提唱している.

2。7 因子分析

因子分析モデル (母数モデル,変量モデル)における基本性質については 1940年代から今日

まで過去半世紀にわたり多数の文献がある.因子分析における座標軸の回転など記述的側面を

重視したものにHarman(1976),芝 (1979),因子分析モデルにおける推測的側面を重視した

ものに,Lawley&Maxwell(1971),丘 本 (1986),Bartholomew(1987),記 述的側面と推測

的側面をともに解説したものに柳井・繁桝他 (1990)が ある。しかし,多変量データの解析手

法という観点からいえば,因子分析は主成分分析とほぼ同様の解を生じることがあり,ま た,

不適解に関して統計学的に未知の問題も多 く,津村 (1971)は 「因子分析は有用か」という論

文を書いて因子分析の有用性に疑間を投げかけた。しかし,1970年代から80年代にかけて,因

子分析に関する研究論文はPsychometrika誌を中心に増加し,すでに本論の第 I部で述べた

ようにAnderson(1984)においては新しく因子分析の章が付加された.さ らに丘本 (1987)は ,

「因子分析は燃えている」という序文とともに因子分析が理論的にも方法論的にも興味ある問題

を内包している点を指摘し,最近の因子分析の研究動向をサーヴェイしている.こ の他の,因

子分析に関するサーヴェイ論文としては,Steiger(1979),Mulaik(1986),市 川 (1993)が あ

る.本節では,こ れらを踏まえた上で,因子分析の最近の研究動向のうち,モ デルの識別性 ,

共通性の推定値,因子回転の話題に焦点を絞って概観しよう.

因子分析モデル (直交モデル)は 夕個の変数 ″1,助,… ,・rpを列ベクトルの成分とする夕次元確

率ベクトルχを

(15) ″=4/十 θ,ただし E(θ )=0,レ物γ(/)=ら ,Cου(/,ο )=0,Ittγ (a)=ψ

と分解し,それにより,″ の母分散共分散行列を

(16)                Σ=∠ス′十ψ

(た だし,ク ×%行列 4は因子負荷行列,ψ =diag(ψ l,ら,… ,ら)は独自因子負荷行列)

と分解する.上記 (16)式 によるΣの分解が存在する場合,回転の不定性を除いて,識別可能
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な構造 は,の を求める問題は古 くから研究されており,「夕×%因子負荷量行列 4か ら,任
意の一行を取り除いたときに二つの正則行列が存在すれば (4,の は識別可能である」という
AndersOn&Rubin(1956)の 条件は良 く知られている. この条件は明らかに,夕≧2%+1の場
合にしか適用できない.夕 <2″ +1の場合の一般的な十分条件は知られていないが,Bekker&
de Leeuw(1987)は ,π二沙-1で しか共通因子分解を持たないための必要十分条件を与えた.

%=3の場合については上記の性質で示唆される条件が必要十分条件となることが Tumura&
Sato(1980)に より証明された.識別可能性の条件,お よびその open prOblemに 関して記述
したものに,Shapiro(1985),Sato(1989,1992)等 があるが,こ れらの既存の研究の相互関
連を踏まえた統一的理論を構築する必要があろう。ところで,識別可能性の条件が著しく損わ
れたモデルの場合,不適解 (improper solution)がおこる.因子分析の最尤解における不適解
の問題点とその採るべき処置について,van Driel(1978),竹 内 (1986),Sato(1987)の研究
がある。

以下においては,Σ を相関係数行列とみなそう.こ こで,相関係数行列Σの逆行列Σ
~1の

ノ
番目の対角要素を″力とすると,1-(1ルカ

)は ,ノ 番目の変数を基準変数,他の 0-1)個の変
数を説明変数とする重相関係数の平方になり,それゆえ,SMC(squared Multiple Correla‐
tiOn)と 呼ばれているe SMCが共通性の下限となることは,1930年代にRor(1936)に 示され
たが,最近,筆者ら (Yanai&Ichikawa(1990))は ,相関行列Σの最小固有値をλp(Σ )と す
ると(1-ス pC))は少なくともひとつの変数に対し,SMCの値を上回るより強い下限になって
いることを示した.数値計算によると,多 くの場合,SMCの値を上まわる下限は2つ以上存在
するが,与えられたΣの関数として,SMcの値を上まわる下限の個数を求めるのは今後の研究
課題である。なお,Ihara&Kano(1986)は 任意の変数を固定したとき,その変数に関して,

因子負荷行列 スが AndersOn‐Rubinの条件を満たすと仮定して,独自性 ψJを Σの関数として
一意に定め,反復推定を必要としないスの推定量を提案している.

因子分析の推測統計的側面について簡単に触れておこう.ま ず,1980年代に入って因子分析
モデルの誤差項に多変量正規分布よりもっと広い範囲の分布を仮定して,最尤推定,お よびそ
の漸近理論の研究が盛んになってきたことである.こ れらについて,Bentler(1983),BrOwne
(1984),等 によって推進されたのはその一例である.我が国の研究者による貢献としては,上
記の問題に対するKano(1991)の研究,お よび Kano(1983,1986))に よる因子分析における
一致性の研究,最小二乗解に基づく因子推定のアルゴリズムに関する研究 (Okamoto&Ihara
(1983,1984))等がある.こ れら因子分析の推測統計的側面に関する研究の進展についての詳
細は,丘本 (1987),狩野 (1990)を 参照されたい.なお,Ichikawa(1992)は,誤差項に多変
量正規分布を仮定し,共通性の漸近分散を導いている.

なお,因子分析のもうひとっの推測統計的問題として,共通因子数の推定がある.こ れに関
しては,最尤法因子分析における情報量基準 AICの導入 (Akaike(1987)),お よび,Kano
(1990)が ある.

この他,因子分析モデルに関連した統計的推測の問題として線形関数関係 (lineal functiOnal
relatiOnship)お ょび線形構造関係 (linear structural relatiOnship)の解析がある。 これらに
関する最近の研究には,Anderson(1987),Isogawa(1992)等 がある.

因子分析は心理学の分野で,知能,性格および意味の分析などに用いられ,成果があげられ
てきた.こ の理由のひとつに因子の単純構造をめざすバリマックス回転,与えられた仮説構造
をなるべく再現できるようなプロクラステス回転などの因子軸の回転法の導入によるところが
大である.プロクラステス回転 とは因子分析にとりいれる変量に関する事前の知識を用いて仮
説構造行列Gを作 り,Gの各成分と回転後の因子負荷量行列 B=4Tの 差の平方和,すなわち
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tr[(G一 Ar)′(G一 スT)]を最小にする回転行列Tを求めるものである.なお,因子負荷量行列

が 3つ以上ある場合のプロクラステス回転の研究 (Gower(1975),Ten Berge(1977))も 行わ

れている。Gと してバリマックス回転によって得られる因子負荷量の奇数乗したものを用いる

プロクラステス回転がプロマックス回転 と呼ばれるもので,近年,バ リマックス回転に替えて

プロマックス回転を採用した研究が′い理学の文献では多 く見られるようになっている.その一

例として,柳井他 (1987)に よる性格検査の尺度構成がある.

この他の因子分析関連研究に,同一相関係数行列に主成分分析 と因子分析を適用し負荷量の

大きさの対応関係を調べた研究 (SatO(1990)),イ メージ因子分析に関する研究 (Yanai&

Mukhettee(1987)),非計量因子分析に関する研究 (Takane et al.(1979))等 がある.こ の

他,共通因子数を固定して,効率よく変数を選択する研究 (Yanai(1980),Tanaka(1982))

等がある.

2。8 潜在変数分析一般について

多変量データ解析における潜在変数モデルとしては,因子分析の他に共分散構造分析 と項目

反応理論,潜在構造分析等がある.共分散構造分析とは共分散行列 Σをさまざまな形に分解す

る仮説モデルを設定して,データである共分散行列 Sを用いて,モ デルに含まれる種々の母数

の推定,お よびその検定を行うもので,因子分析モデルもその特別な場合に含まれる.こ こで

は,共分散構造分析の概要とその適用法に関して Bollen(1989),豊 田 (1992),小笠原 (1993)

を,推測的な面に関しては狩野 (1990,1993),を紹介するにとどめよう。なお,共分散構造分

析の理論は,いわば心理学で発展してきた因子分析モデルと経済学の分野で発展した構造方程

式モデルに基礎を持つもので,異なった分野の手法を結合することによって新しい手法が生ま

れた一例 といえよう.

なお,共分散構造分析のひとつの手法であるLISREL(Linear Structural RELationship)

は,因果分析の手法として知られているパス解析 (path analysis)を その特殊な場合として含

むものである.多変量データに基づく潜在変数モデルとして最近注目されているものに項目反

応理論 (item response theory,IRTと 略記)がある.IRTは計量心理学の分野で開発された

もので,正解,不正解のように採点される一次元的構造を持つ 2値反応データから,項目の難

易度,識別度,被験者の潜在能力を推定することを目的としたもので,理論的には因子分析の

1因子モデルと等価であることが示されている (Takane et al。 (1987)).項 目反応理論の理論

とその適用例についてはHambleton(1985),芝 (1991)を参照されたい.

なお,潜在構造分析に関しては,別稿「潜在構造分析の現状」 (浅野長一郎,江島伸興)で解

説されている.

上記の潜在変数分析の最近の動向については,柳井他 (1991),お よび雑誌数理科学 (1992年

11月号-93年 4月 号 :リ レー連載)を参照されたい.

3。 質的データの構造解析

数量化法とは名義尺度または順序尺度で表される質的変数に対して適当な操作によってある

数量を与えることで,広義の意味での尺度化 (Scaling)に相当する.こ のような数量化の方法

として代表的なものに,林知己夫による数量化理論がある.数量化理論のうちの 1類, 2類 は

質的データを用いた重回帰分析,正準判別分析 といつてもよいものである.上記の数量化 1,

2,3,4類 からなる数量化理論の方法はあくまで数量化の 1つの典型的な方法で,最近では,

これら4つ の方法を拡張したいくつかの新しい方法が提案されている.こ の中で,理論的に興

味深い方法は数量化 3類であろう。数量化 3類に類似した方法としては,フ ィッシャーの交互

平均法 (Fisher(1938)),ガ ットマンの尺度解析 (Guttman(1941)),西 里の双対尺度 (Dual
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Scaling)(西里 (1982),Nishisato(1980))が ある.さ らに,フ ランスには Benzecri(Benzecri

(1973))を頂点 とするフランス学派の対応分析 (correspondence analysis)(Lebart eto al

(1984),Greenacre(1984))が あり,1981年 より隔年にデータ解析 と情報学 〈Data Analysis

and lnformatics〉 という国際シンポジウムを開催 している.ま た,それに関連 して日仏の交流

が促進され,1987年 3月 には日仏セミナーが東京で開催され,そ の成果が Hayashi&Diday
et al。 (1988)に よってまとめられている.

ここで,こ れらの方法の概要を紹介しよう.こ の方法は,%× タデータ行列 凡 B(ま たは,分
割表形式でもよい)の π個の行 (要因A)のそれぞれに与える数量ベク トルをα,夕 個の列 (要

因 B)の それぞれに与える数量ベク トルを み,さ らに

'4,DBを
それぞれⅣの行和,列和を対角要

素 とする対角行列 としたとき,

(1つ         α′凡Bみ/y(α
′Lα)(b′島b)

を最大にするα, みを求めるもので、その解は次式によって求められる。

O①       凡BDBK凡 3)′α=λ2α,b=坊 1(凡
B)′α/√

このとき,対応分析,ま たは双対尺度法においては,複数個のカテゴリからなる二つの項目へ

のダミー変数行列を Cと Cと お くとき,比 B=(a)′ cと 分解されることを強調する.こ れ
により,上記 (18)式の最大化は数学的には Cと 0に 基づ く正準相関分析 と等価になる.こ
の性質を利用することにより,NishisitO(1984)に よる定比例の原理 (principle of cOnstant
proportionality),Lebart et al。 (1984)に よる,(i)ノもB=(GD′ GB,(ii)G=(Gバ GB)(面 )

B=G′ G,に基づ く対応分析が同一の解をもたらす,と 言った興味ある性質が導かれる.さ らに,

cc=(a;Gc)と ,Cc=(a;Gε )に基づ く正準相関分析により,要因Aと Bか ら要因 Cの影
響を除去 した対応分析,すなわち偏対応分析 (partial cOrrespondence analysis(Yanai(1986))

と呼ばれる方法が導かれたが,こ れに関連 して,偏関連係数の定義が Daudin(1980)に よって
与えられていることを指摘 しておこう。

ところで,数量化 3類の分析対象となるデータ AヶBに は以下のような自由選択型 (2値デー
タの一方のカテゴリーのみについてのデータを示したもの),お よび項ロカテゴリ型 (2値デー
タの双方のカテゴリのデータを示したもので,各行の数値の和は項目数 (こ の場合 4)に一致
する)と いったデータ (Guttman(1950)に よる)がある。 ここで,最近の丘本 (1992c)の研
究によると,保有する情報が一見全 く同一にみられるこれらの二種類のデータに,数量化 3類
を適用したところ全 く異なる解が得られ,固有値の大きさに一貫性がないことが見出された.

どのような付加条件により,自由選択型に比べ項ロカテゴリ型の固有値が大きくなるかについ
ては今後の課題であろう.

ハ碗B= AL=

数量化 3類は通常,個人データ″項目といった 2元データに適用されるが,対応分析は分割
表形式のデータに直接適用することも可能で,そ の意味で汎用性があり,そ の幾何学的性質
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(Greenacre et al。 (1987)),制約付き解法 (Giula&Haberman(1988),Bockenh01t&
Bockenholt,1990),対 数線形モデルとの融合 (Choulukian(1988)),人 エデータによる 1次元

および 2次元構造の研究 (丘本 (1992b))な ど多数の論文が生まれている.ま た,ter Braak
(1986)|こ よるI準対応分お子(canOnical cOrrespondence analysis)は , 制約仁iき メ寸応

`分

析ヽ と資事

価であることが示されている (Takane,Yanai,Mayekawa,1991).

上記の対応分析は,基本的には分割表の特異値分解で,各カテゴリで得られた数量の大きさ

に関する統計的推論は行われていないが,Takane et al.(1987)に おいて導入された理想点判

別分析 (ideal point discriminant analysis)ャ こょって,最尤推定に基づく,母数,お よび標準

誤差の推定が可能となった.こ の他,尤度原理に基づき分割表の各カテゴリに数量化を与える

統計モデルに,Goodman(1981)に よる連関モデル (aSSociatiOn model)があり,こ れに関し

順序カテゴリカルデータに関するいくつかの研究 (例 えば,Tsuiitani(1988,1992))が ある.

この他の数量化理論の性質,お よびその拡張に関する研究には佐藤 (1985)の研究がある.ま
た,質的データに基づく因子分析の動向については繁桝 (1990)を参照されたい.

数量化理論の応用研究は多数あるが, ここでは,国際データの比較研究に数量化理論を適用
したHayashi et al.(1984)お よび Hayashi et al.(1992)を 挙げておく.

4.多重配列データの分析法

同一変量,同一被験者による複数回繰 り返し測定データのような 3次元の多変量データに関
する研究としては,Tucker(1966)に よる三相因子分析法,先に示した多次元的尺度法におけ
る個人差 MDS,Takane&Young(1977)に よるALSCALがある.

タッカーの方法から派生したものにはさまざまなものがあるがそのひとつにKr00nenberg
&deLeeuw(1980)に よる Tucker 2, 村上 (Murakami(1983), 村上 (1990)), ten Berge
et al。 (1987),KroOnenberg&ten Berge(1989)に よる三小日の主成分分析の方法がある.な
お,同一変数を複数の集団に適用して得られる多変量データの主成分分析とその関連手法につ
いての記述が成書 (Flury(1988))と して出版されている.

また,質的データの解析にも高次元のデータが利用される.3つの項目の 3元分割表データ
が与えられている場合,それぞれの項目のカテゴリ間の関連が強 くなるような数量化の方法に
関しては岩坪 (1975),多重配列データの特異値分解に関しては吉沢 (1975,1976)ら の先駆的
研究がある.1970年代の後半から1980年代にかけて,こ の種の研究は多数みられるようになっ
た.Lastovicka(1981)はタッカーの 3相因子分析を拡張して 4相の主成分分析を定式化した。
この研究を拡張して,Kapteyn et al。 (1986)は multimOde cOmponent analysisを 定式化し
た.こ の研究において表われるπ重配列データ如′2-ブ″に関してクロネッカー積による表現を与
えており,多重配列データの表現,お よびその解析法の導入にあたリクロネッカー積が有効 と
なることが示唆された。また,同種の議論はKiers(1991)に おいても展開されている.ク ロネ
ッカー積を多変量データ解析に導入した他の研究としては,数人の医師が複数の患者に対して
同一評定項目の評定を行って得られた多特性多方法相関係数行列にクロネッカー積によってモ
デル化された仮説検証的因子分析を適用した研究 (BrOwne(1984))が ある。なお,ク ロネッ
カー積についての数学的詳細については,Magunus&Neudecker(1988)を 参照されたい。
多重配列データに関するもうひとつの研究方向に,高次元データのrankを どのように定義

するかという興味深い問題がある。Kruskal(1977,1989)は %1× π2× %3次からなる3元データ
行列 y=(ク″た)の rankを
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が成立する最小のRに よって定義した.こ の定義は二次元の場合の特異値分解の定義を内包す

るもので,多重配列データの rankと して自然なものであろう(こ の点の記述に関しては,文献

[170]に掲戴されている今井・大西他論文を参考にした).付言すれば,上記の 3次元データ分

解モデルはHarshman(1970)に よるParafacモ デルに対応するものである.なお,Parafac
モデルの適用例にはHayashi&Hayashi(1982),最尤解に基づ くParafacモ デルの解法につ

いてはMayekawa(1987)が ある.

以上のようにいくつかの研究はみられるが多重配列データを解析する研究はまだ端緒につい

たばかりである.Multiway dataに 関する国際集会が 1988年 3月 にローマで開催され,プロシ

ーデイングスが出版されている (Coppi&Bolaso,o(1989)).ま た,我が国においては,吉沢
正 (筑波大)を代表とする文部省科研費による研究班が 1989年 4月 から3年間にわたって精力

的な研究を続け,その研究成果の集大成となる報告書 (吉沢 (1992))を まとめている.

5。 そ の 他

多変量データの解析にあたっては,分析結果を大きく左右する少数の外れ値の摘出,特に多
変量外れ値 (mult市 ariate outliel・ )の摘出が不可欠である。多変量外れ値の存在を見出す方法
のひとつに,感度分析 (sensitivity analysis)と 呼ばれるものがある.我が国においては田中豊
による一連の研究 (例 えばTanaka&Tarumi(1986),Tanaka(1989),詳 しくは田中 (1992)

を参照せよ)がある.ま た,書物としてはChattettee(1988)が 興味深い.こ の本では,重回
帰分析において各種の診断法としての各種偏回帰プロットの方法が紹介されている.こ のよう
な手法に基づいて検証される外れ値や,ク ラスター分析におけるデンドログラムの表示に関し
ては,近年のコンピュータによるグラフィカル接近法,すなわち,統計的グラフィックス (例

えば,Cleveland(1987),後藤他 (1988)を参照)の利用が薦められている.統計的グラフィ
ックスの著しい発展によってもたらされた多変量データ解析のもうひとつの手法に射影追跡
(projectiOn pursuit)が 2ら る.

射影追跡とは多変量データ行列Xに よって特徴づけられるπ個の個体の散らばりの興味深い

構造を最もよく表わす部分空間への射影を求めるもので,そ の結果をグラフィック端末などに
表示することにより,分析を行う者が実際にその構造を目で見ることが可能となる.こ れまで
に示したところの多変量データ解析の全ての方法をその特殊の場合として含むものであるが,

通常の多変量データ解析の手法では把握できない構造を探ることが可能となるような様々な射
影指標が考案されている.射影追跡の原理,そ の応用については,Friedman&Tukey(1974),
Huber(1985),岩崎 (1989,1990)等 を参照されたい.なお,本稿では触れなかったクラスタ
ー分析については,統計学辞典 (竹内他 (1989))の Ⅲ-6に おいて最近の動向の的確な解説が
なされている.なお,ク ラスター分析を含む,分類 (classincation)に 関する種々の方法の理論
的および応用的研究は多くの分野に跨がって行われている。1987年 7月 には第 1回の国際分類
学会の会合が開かれ,そのプロシーデイングス (BOck(1988))が発行されている。また,アメ
リカでは 1984年に, J.of ClassiflcatiOnと いう雑誌が干」行された.

6。 多変量データ解析の応用およびソフトウェァについて

これまでの各節で概観した多変量データ解析の各種手法は,1970年代後半から1980年代前
半にかけてのデイスプレイ装置を備えたパーソナルコンピューターの普及および後述する各種

ε
ｂ

α
Ｒ
「ムＨ

〓ｙ
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多変量解析プログラムの普及により,法律学,政治学9経済学、経営学,心理学,教育学,社

会学,工学、農学,人類学,医学,生物学,看護学などの行動科学とよばれる幅広い分野に於

けるデータ解析の手法として脚光を浴びるようになってきた.一例を挙げよう.図 は 1970年か

ら1985年 までの「日本公衆衛生誌」と「American J.of Epidemiology」 誌における多変量解

析手法の使用頻度を示したものであるが,1970年代から80年にかけて加速度的に増加してい

ることがみてとれる.同様な傾向は因子分析が最も使用される頻度の高い心理学研究,教育心

理学研究にもみられる (柳井 。市川 (1985)).多変量解析に関する研究会も各地で開かれ,そ

の成果も多数出版されている.大学入試センター研究開発部で 1986年 11月 から毎月開催され

ている多変量解析研究会は,1993年 7月 で第 80回 を迎えたが,第 36回 までの講演内容の一部

が柳井・岩坪・石塚 (1990)と して出版された。また,過去 20年にわたつて実施されている日

本科学技術連盟主催の多変量解析研究会の成果も吉沢・芳賀 (1992)と して出版されている.

この著にはTQC(TOtal Quality Control,総 合的品質管理)の分野における多変量解析の適

用事例が多数紹介されている.

多変量データ解析に関する各種手法のソフトウヱアとして世界的にみて最も定評があるのは

SPSS,BMDP,SASと いったアメリカで開発されたプログラムであろう.SASに よる多変量解

析プログラムの利用に関しては,大橋・市川 (1987)が参考となる.こ の他に,我が国の研究

者によって作成されたものに,田中・垂水・脇本 (1984)に基づ くプログラム,芳賀 (1984)

によるCDA,柳井・高木 (1986),高木 (1992)に基づ くプログラム (HALBAU),日 本科学

技術研修所によるJUSE‐MAl,およびJUSE/MDSAな どがあり,そ れぞれ,多 くの研究領域

で利用されている.

また,多変量解析および多変量データ解析に関する研究発表は,日本統計学会,日本行動計

量学会,応用統計学会はもちろんのこと,法律,経済,心理,教育,工学,医学等の多数の領

域で行われており,その全貌を明らかにすることは困難であるが,今後もますます増加の一途

をたどるものと期待される.しかし,研究者が自分の保有するデータに多変量データ解析を適

用するにあたって,数々の疑間を持っていることが木下 (1992)に よって明らかにされた.し

たがって,多変量データ解析の利用者が自己の領域に固有のデータに多変量データ解析の各種

手法を適切に利用できるようさまざまな啓蒙的研究活動がなされていく必要があろう.そのひ

とつの方向としては,Gale(1986)に示唆されるような人工知能的アプローチを多変量データ

解析のプログラムに採り入れることであろう.中野他 (1991)は知識ベース型重回帰分析支援

プログラムを開発しているが,他の多変量データ解析の手法にも人工知能的アプローチが採 り

入れられていくことが望まれる.

なお,第 1部の多変量推測論と,第 2部の多変量データ解析は独立に開発されたものではな

く,相互に関連を持ちながら発展してきたものである.こ の点に関し,Rao(1983)と 竹村 (1987)

の総説は有益であることを指摘しておく.

謝辞 :複数の審査員および丘本正氏 (追手門学院大学教授),市川雅教氏 (東京外国語大学助教

授)か らは最初の原稿に対して有益な多数のコメントを頂きました.こ こに記して謝意を表し

ます.
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図 「日本公衆衛生雑誌」と「American J.of Epidemiology」 における多変量データ解析の技法を用いた

論文の割合

(雑誌「Basic数学」現代数学社 (1987年 3月 号,柳井 0高本論文)よ り転載)
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第 HI部 多変量解析 に関する専門書 とプロシーデ ィングス

藤 越 康 祝 0柳 井 晴 夫

最近,多変量解析 の理論 と応用 は著 しく発展 している.こ れに伴 って, この方面の書物の発
刊が増カロし,と くに,1970年代 には加速度的な増カロがあ り,ま た,1980年以降 も引 き続 き多 く
の書物が発刊 されている.こ の増加 は多変量解析 の個々分野 において,それぞれ独立 した専門
書が発刊 されるようになった ことによるものである.こ の第 lII部 においては,多変量解析 に関
する専門書 とプロシーディングスをリス トしている.専門書 は全般的な もの と分野別 の もの と
に分 け,後者 は分野毎 に分類 している.なお,プロシーディングスの中で,本の色彩が強い も
のは専門書 として扱 っている.
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