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ベイズ計量経済分析における最近の発展*
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ベイズ手法は理論的な計量経済分析や統計分析において広く用いられているが,応用的な実
証研究においては,ま だそれほど広くは受け入れられていないのが現状である.こ れは,第 1

にベイズ計量経済分析には尤度関数と事前分布が必要である,第 2に主観的である事前分布の

定式化の問題,第 3に多次元の積分計算の結果ほとんどの事後モーメントは求めるのが困難な

場合が多い,と しヽぅょぅな理由のためである.こ のように応用研究の少なさは,実際に計算を
行うには難しすぎるという認識によるものである.しかしながら,最近の物理的な計算力の急
速な発達が計算能力の理論的な発展と相侯って,ベイズ手法が適用可能な問題の幅を急激に広
げている.そ こで,ベイズ的な方法の基礎について簡単に紹介した後,ベイズ手法を計量経済
分析に応用したいくつかの研究について述べる.後半では,ベイズ計量経済分析における最近
の数値計算面での発展を要約する。特に,最近多くの実証分析で使われるようになったマルコ

フ連鎖モンテカルロ法を用ぃた事後分布をシミュレートする方法について述べる。目的は,ベ
イズ手法は実際に計算可能であり,実証研究においても簡単に利用できることを経済分析に携
わっている研究者に知ってもらうことである.

1。 は じ め に         `

計量経済学は,データを用いて経済的な現象についての確信 (経済理論)を改訂する分野の

学問である:ベイズ流計量経済学では,観測された事実をもとに確率法則にしたがってこの改

訂が行われる.ベイズ流計量経済学で述べていることは,経済理論における主要な問題である

期待効用最大化とベイズ学習過程 と同じであるといえるこ計量経済学が究極的に表明する問題

は,経済モデルの中で経済主体が直面しているものと同じである.すなわち,新しく観測デー

タが与えられると,次にどのような決定をすべきであろうか? 2つの対立モデルを生成する
データを用いると,その相対的な妥当性はどのように変化するのか?

ベイズ統計学で採用されている手法は,理論的な計量経済分析や統計分析においてますます

多くの注目を集めるようになっているが,ベイズ手法を用ぃた実証分析に対する関心は,理論

における関心の高さに比べて釣り合った増カゴを示していない。ごく最近までベイズ計量経済学
の応用は,主 として理論面への貢献に関心がある人々によって行われており;真にベイズ的で

ある応用研究の部分は少ない.こ の理由はいくつかある.第 1に;ベイズ計量経済分析は尤度

関数と事前分布が必要である。他方,非ベイズ分析では必要ない.第 2にぅ主観的な事前分布
の正しさを弁護しなければならず,も し同意が得られなければその研究は無視されるかも知れ

ない.第 3に ,ほ とんどの事後モーメントは,必要な積分が評価できないために,求めるのが

困難な場合が多い.こ のように応用研究が少ないということは,最 も単純な場合を除いて,ベ
イズ手法は実際に計算を行うには難しすぎるという認識によるものである.'しかしながら,計
算力の最近の急速な発達は,計算能力の発達を可能にした理論的な発展と相倹って,ベイズ手

・ 本稿は第 61回 日本統計学会チュー トリアルセミナーの講演内容をもとに加筆したものである.そ の後,日本
統計学会のベイズ統計学の応用に関する研究部会,東北大学経済学部,早稲田大学政経学部,大阪大学経済
学部をはじめ,い くつかのセミナーでの報告に際しての参加者によるコメントに感謝したい.

†
新潟大学経済学部 〒 950-2181新潟市五十嵐 2の町 8050(e‐ mail:wago@∝ on.血gata‐ u.acjp)



日 本 統 計 学 会 誌  第 28巻 第 3号 1998

法が適用可能な問題の幅を急激に広げている.ベイズ的な計算手法を用いている多くの論文は,

統計的な性質や特別な数学的な知識を利用しているので,応用計量経済分析を行っている人々

にはまだあまり馴1染みがない.

本論の目的は実際的な面にある.ベイズ的な方法を採用する理由については,ベイズ的な方

法と古典的な方法を比較して議論した優れたサーベイ (た とえば,POirier,1988,1995;Berger,

1985な ど)も あり,あ まり深くは立ち入らない。むしろ実証研究にベイズ手法を適用すること

に集中する.全体の目的は,ほ とんどあるいは特別な知識を持っていない研究者に,応用実証

研究におけるベイズ手法の有用性を認識してもらうことにある。

本論の構成は次の通りである.第 2章で,ベイズ計量経済分析について簡単にサーベイする.

第 3章では,ベイズ的な手法を実証研究に応用することに焦点を合わせ,ベイズ実証分析の優

れた点 (3.1節)と 問題点 (3.2節)に ついて述べ,3.3節はベイズ応用実証分析の例として,単

位根モデルとEBA(極値境界分析)を中心としてサ早ベイを行う.第 4章以降では,ベイズ流

の実証研究を行うのに用いられているいくつかの計算方法を中心として述べる.まずベイズ計

量経済分析で用いる基本的な計算方法である正規近似 (4。1節),数値積分 (4.2節),ラ プラス

近似 (4.3節)について,その概略を説明した後,第 5章では,最近多く用いられるようになっ

たモンテカルロ積分について,単純な場合 (5。 1節)と インポータンス関数を用いた場合 (5.2節 )

について,その使用例 とともに解説する.Poly‐ ′密度について簡単に触れた後 (5。3節),第 6

章ではもっと複雑な問題に用いることができるマルコフ連鎖モンテカルロ・シミュレーション

について述べる.一般的ベイズ推定 (6.1節)と マルゴフ連鎖 (6。2節)についてふれた後,代

表的な方法である Metropolis‐Hastingアルゴリズム (6.3節)と よく使用されるGibbsサ ンプ

リング法 (6。4節),それにデータ拡大アルゴリズム.(6.5節)について述べる.次に,第 7章で

はMCMCシ ミュレーションを計量経済分析にどのように適用するかを応用例とともに述べ

る.こ こでは,事後分布からシミュレーションを行う方法の計量経済分析への応用について強

調し,重要なFn3題である収束の診断方法や数学的詳細は省略する。最後に,第 8章ではいくつ

かの結論を述べ,付録でベイズ実証分析を行う際に役立つコンピュータ・パッケージについて

述べる。 .

2。 ベイズ計量経済分析

最初に,ベイズ計量経済理論の背後にある基本的な理論的概念について簡単に整理しておこ

う.最近では,英語で書かれた多くの計量経済学のテキストではいくうかの章でベイズの方法

が扱われているが,残念ながら日本語で書かれた計量経済学の教科書ではほとんどふれられて

いないのが現状である.ベイズ計量経済理論についてより詳しく知りたい場合は,こ のトピッ

クスについての多くの参考文献があるので,それらを参考にすると良い (た とえば,Zellner,

1971;Poirier,1988,1995).

ベイズ計量経済学は,次のバイズの法則に基づいている.

‐ズ酬グニ  ∝ズのЦJの

ここでθはパラメータベクトル,yはデータベクトルあるいは行列,メ・)は確率密度関数を

表す.ズθ)はデータを分析する前にパラメータにっぃての主観的な確信を表す事前密度(夕笏γ

p″ ),L(ylθ )は θに特定の値が与えられたときのびの条件付き密度で尤度関数 (滋ιttοοグ

ル%ε笏″)と呼ばれる.そ してズ冽y)は θの事後密度 (夕οs″効″タグ)であり,データに含ま

れる新しい情報を考慮して事前の確信を更新することを表している.事後密度は;観測された
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データクの条件付で θにういて得られるすべての情報を要約したもので,θ に関する推測は事

後密度から得られる。たとえば,θ の事後平均E(θ ly)=∫ の

“

ly)"は ,θ の点推定値としてし
ばしば用いられる.

予測も簡単に得ることができ,グ を1組の将来の観測値とすると,予測ほ予測密度ズy*ly)

をもとにして行われる。確率法則を用いて,メク*ly)〒 ∫Xy*lθ ,y)ズθlク)認 となり,こ こで
,(ク

*lθ
,ク)は将来観測値に関する尤度関数,そ してズθlレ)は事後密度である:

ベイズの方法を用いて仮説を比較するいくつかの方法がある.そ の中で最もよく使われるの

は事後オッズ比 (夕οs″物″

“

躊 π励 )である.た とえば,も し2つの異なる仮説 Jflと 夏バ入

れ子型あるいは非入れ子型)を比較しようとすれば,事後オッズ比κ2は κ2=ズ JfllyИんly)

となる。言い換えると;κ2は観測データから得られる2つの仮説の確率の比である.も しaと
のが,Iflと 島 それぞれの仮説のもとで妥当なパラメータベクトルであるなら,事後オッズ比

は次のように計算される.

千2了

κ2の計算には,仮説が成り立つ事前確率 (ズ島),グ =1,2)と同様に,各仮説のもとでの事前

情報と尤度が必要である.1つの決定は,K2>1な ら島 を受容し,そ の他の場合は Jf2を 受容
することである。もちろん,も っと手の込んだ方法も利用できる.た とえば,非線形制約の検
定に関心がある場合,制約のないモデルと制約付のモデルの両方の下で事前分布を作成するの
は大変であるので実際的ではない:しかし,McCull∝ h and Rossi(1992)は ,こ の種の問題を

克服できるある優れた方法を開発している.

応用研究ではベィズフアクターも通常報告される。これは2つの仮説に対する尤度比のサポ
ートになる.言い換えると,ベイズフアクターは2つの競合する仮説に対して同じ事前分布を

与えて計算した事後オッズ比である.

計量経済学で通常行われる代表的な統計的分析であるパラメータの推定,仮説検定,そ して
予測に対するベイズ的な方法を簡単に要約する.ベイズ的な方法と従来からの古典的な計量経
済分析の方法との重要な違いは,前者が未知の変量 (た とえばθ,y*や仮説の真実性など)を
確率変数として扱い,既知の変量 (た とえば,データ)に条件づけるのに対し,後者はデ■タ
を確率変数として扱い,パラメータや仮説の状態を非確率的なものとして考えることにぁる:

ベイズ分析を行うときには,情報のない事前分布が用いられる場合が多いけれども,尤度関数
と事前分布の両方を定式化する必要がある。.定式化を行った後,パラメータの推定値を得た

り,仮説を検定したり,あるいは予測を行ったりするために,簡単に上で述べた方法を使うこ

とができる.したがって,概念的には少なくともベイズ的な方法は,古典的な方法に比べれば

ずつと簡単に使うことができる:

ベイズ法を用いる場合には,積分の計算が必要になる.事後平均はしばしば推定量になり,

E(冽ク)=∫
`灰

酬y)認 を計算する:事後オッズを得るためには,∫ メα島)Llθ ly,島)認 を計算
する必要がある.自然共役事前分布幼を持つ正規線形回帰モデルのような標準的な場合では,こ
れらの式の解析的な解は存在する。しかし,一般的な場合には存在せず,ベイズ分析を行う場
合はコンピュータ集約的な手法に頼らざるを得ない.                ｀

Dベイズ意思決定理論的な分析では,損失関数も定式化する必要があるが,こ の段階は実際にはよく省略され
る。

幼事前密度は,事後密度と事前密度が同じクラスの確率密度関数になるようにしばしば選ばれる|こ のような
事前密度は,自然共役事前分布と呼ばれる。
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2.1事 前 分 布

事前分布は,分析者が関心をもつパラメータθ
・
についての確信の度合いを記述したもので,

現在のデータセツトからすべての情報が得られる以前の情報である.事前分布はそれが確信の

度合いを表すことから,厳密な意味では不正確ではあり得ないが,確信が合理的であることの

検定が必要であるという意味で主観的である.しかし,事前分布はデータセツトからのどんな

情報も拒否するほど独善的であるべきではない.

事前分布は次のようないくつかの理由によつて分類される.最も簡単な事前分布を作成する

方法は,と りうるパラメータの値を集ゅて全体が1になるように基準化することによつて,事

前分布をできるだけ事前の確信を反映させるようにする。θが離散的な値をとる場合は自然な

方法であり,連続的な値をとる場合は実線上の区間をとってθに対する事前のヒストグラムを

作成する.あ るいはθに対する事前分布が,あ るパラメトリックな分布族 π(θ ly)に属すると仮

定して,yを結果ができるだけ真の事前の確信に近くなるように選ぶ.た とえば, yが 2次元

の場合, 2つ のモーメント (た とえば平均と,散)か, 2つの分位値 (た とえば50%と 95%)

を与えれば,その厳密な値を決めることができる.しかしこの方法の限界は,事前の確信が標

準的なパラメトリック型に収まらない場合がある点である.さ らに,一見すると同じように見

える2つ の分布が,全 く異なる性質を持つている場合がある.た とえば,Berger(1985,p.79)

で指摘されているように,Cauchy(0,1)と No■ 11lal(0,2.19)分 布は同じ25%,50%,75%

点 (-1,0,1)を 持ち,プロツトすると非常に似たように見える密度関数が全く異なる事後分布

になることが知られている.

共役事前分布′鮨%た多″pあ″)は,尤度関数 (と そのパラメトリック型)と結合したとき

解析的に調べることができる形 (すなわち,多変量 ′分布のような既知の認識できる形)を持

つ事後分布になる。分布を解析し,積分を評価する数値的な方法における最近の理論的発展が

ある前は,共役事前分布はベイズ分析で非常に重要であつた.その事前分布が仮定した尤度と

共役な特定の分布のクラスの制約の中で,よ く当てはまるようにする必軍があつた・事後分布

を形成する数値手法に新しぃ発展があつた後は,共役事前分布は必要性がなくなり,自由に自

らの事前の確信を真に表しているどんな事前分布も選べるようになった.事寒,最近ではリー

ズナブルと思われる自由な事前分布を描ける,よ うになり,コ ンピュータを使つて様々な分布 (正

規分布, ′分布,ベータ分布等)を描き,分布の形をコントロールするパラメータを適当に変

えることによつて,自分の確信と合うように分布を作成することができる。これは事前情報の

数学的表現を与え,少なくとも共同研究者の 1人が様々な統計分布を描 くことができれば,か

なり容易に行うことができる.

事前分布は,少なくともθのいくつかの要素に関して事前に持うている知識を表す報知的

い 物 ″θ)であるか,あ るいは無知の状態を表す非報知的(%ο%物

"物
励ι)に分けられる.

最もよく知られた非報知事前分布,す なわち無知である事前分布はい 型事前分布で,情報

行列 (すなわち,パラメータθに関して対数尤度関数の2階の偏導関数の負の期待値)の行列

式の平方根に比例してとられる.誤差項が正規分布にしたがう古典的な線形回帰モデルでは,

θ=(/,の
′
であり,い 型事前分布はズθ)∝σ

二1で与えられる.簡単に言えば,Jeffreysは ,

もし事前の無知を表したければ,無限の許容可能な範囲を持つパラメータ (すなわち,一様分

布)に対しては定数に比例するような事前分布を使うべきであり,[0,∞ )の許容できる範囲を

持つ (標準偏差のような)パラメータに対してはパラメータの自然対数上で一様分布である事

前分布を用いるべきであることを提案した。古典的な回帰モデルに対する事前分布につながる

のはこれらの法則である:

事前分布は正則 (夕η″γ)か,あるいは非正則 (′″ 2クογ)である.=則な事前分布は,θ の
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許容可能な範囲に関して積分すると1になるc報知的である分布は,適切に基準化すればほと

んど常に正則である.た とえば,も し切断された正規分布を限定された範囲のパラメータに関

する事前分布として用いると,こ の分布は切断を考慮して基準化しなければならず,事前分布

全体が 1になるように分布を基準化し直す必要がある。非報知事前分布は,し ばしば非正則で

ある.無限の範囲の二様分布は積分すると無限になり, 1に はならないので非正則である.非
正則事前分布は仮説検定の分野で問題が生じる.こ れはぅ事後オ、ッズ比を任意に基準化するこ

とができるために,競合モデルに対する相対的な支持の評価が不可能になるためである.こ の

ために,非正則事前分布をできるだけ使用しないようにする.多 くの応用分析では,データの

尤度関数によって事後分布をほとんど完全に決めることができ,他方,仮説検定に対してはオ

ッズ比が任意に基準化されないような弱い報知事前分布を作ることができるも

2.2 回帰モデルの標準的な分布

計量経済分析では線形回帰モデルがよく使われるが,通常用いられている散漫な事前分布の

下で,ベイズ分析で用いるいくつかの標準的な分布を示すことにする1必ずしもそのような非

報知事前分布を常に用いる必要はないが,ベンチマークとしては意味があり,回帰パラメータ

の事後分布を解析的に調べるのに役立つ.さ らに,本節で示される分布は, 4章以降で述べる

いくつかの数値積分法で確率抽出する乱数に関して役に立つ情報を与える:

まず,すべての古典的な仮定の下での標準回帰モデルを考える。

y=XFttε

ここで yは (%× 1)従属変数の観測値ベクトルでその変動をモデルで説明しようとし,Xは (%
×力)説明変数行列,β は (力 Xl)の推定されるベクトルすなわち回帰パラメータ,そ してεは

分散が ♂のホフイ トノイズ誤差項の同じ次元のベクトルである.も し,回帰パラメータにブト正

則な一様事前分布 (こ れもい 型事前分布),そ して σに標準的な妥́ のs型事前分布を選択

すると,(β ,σ)|こ 対する同時事前分布は次のように書ける.

.   ズβ,σ)γ÷・

正規性の仮定の下で,従属変数の観測値に対する尤度関数は

ズJβ,ら X)=0″ )~″
2eXp[T÷

(j―型ЖJ―却)″
]

であり,同時事後分布は次のように表せる。

ズβ,dy,X)杖 0わ
~72σャ +ィ

きX3[二
十 (y=虫Fxy二女F)″

]

∝(2π)~″
2σ―いo exp[一夕%一カ)s7〆十(β―β)′σ―りrx(β一β)]

ここで,上の式は二次形式の項に分けられ,β と♂の最小 2乗推定量 βとs2を用いて表されて
いる。パラメータの周辺事後分布は

ズβl″,X)∝ [(″
ニカ)s2+(β _β

)つrx(β Tβ )]″
2

となり,こ れは多変量 ′分布にしたがぅ.そ して
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は逆ガンマ分布にしたがい,♂ の周辺事後分布はノ分布を基準化したものであることを意味

している.分散二共分散行列をΣと表す一般化誤差分布の場合は,こ の分布は簡単に一般化で

き,Σ の周辺事後分布は逆ウィッシャート分布にしたがう。この分布は,逆ガンマ分布を一般

イヒしたものである.

3。 ベイズ的な方法の実証分析への応用

3。1 ベイズ的な方法の利点

本稿での主要な関心は,ベイズ的な方法を経済問題に対する実証研究に応用することである.

ベイズ的な見方と古典的な見方との違いをはっきりさせるために,両者の考え方と方法論に主

に焦点を合わせた分析は Poi五er(1988)あるいは Berger(1985),118-126ペ ージを参照する

と良い.実証的な問題の分析に関しては,ベイズ的な計量経済分析の方法は古典的な方法と比

べて,その単純性 (訪紗誌aり)と整合性 (ωλ″%の)と いう点において優れている.古典的な

手法に必要とされる多くのテクニックと基準とは異なり,ベイズ的な方法では (非報知的な)

事前密度と尤度関数だけを必要とする.対照的に,古典的な実証分析では適切な手法を選択し,

その統計的な性質を知らなければならない.しかも多くの性質は漸近的にのみ既知であり,小

標本でのパフォーマンスにともなう問題は残されている.

ベイズ法は観測されたデァタの条件付の事後密度に基づいている.こ れは,古典的な手法が

推定量の性質が繰 り返し標本で評価される不偏性のような基準に基づいているのと対照的であ

る.こ のような基準はベイジアンにとってはほとんど関心がない.さ らに,こ の条件付けを行

うことは,特定の応用に対して合理的な計量経済理論を単純化するだけでなく,しばしば応用

そのものを単純化する.た とえば,Geweke(1988)の 不等号制約にしたがうパラメータをもつ

モデルのベイズ分析は,古典的な方法に比べて非常に簡単になるのはよい例である (Poirier,

1988).同 様に,McCulloch and Rossi(1992)は:ラ ンダム係数構造をもつ多対プロビットモ

デルを用いて計算的に可能な方法を開発した.パネルデータを用いた研究では,消費者の異質

性を認めることが必要であり,そのような異質性をモデル化する標準的な方法は,ラ ンダム係

数モデルである.しかし,古典的な方法を用いて多対プロビットモデルの枠組みでランダム係

数モデルを用いると,多 くの計算上の厄介な問題が生じる.しかしGibbsサ ンプリングを用い

たベイズ法では,階層モデルに対してと同様な利点がある.

ベイズの方法による条件付けを行った場合の性質は,観測された標本に対して厳密な結果が

得られることを意味している。しかし,古典的な計量経済学では,特定の検定や推定量を用い

るのに小標本での性質が漸近的な結果に対応していると考えて,し ばしば漸近的な性質を用い

て正当化する.小標本と大標本の性質が大きく異なる場合がたくさんあるが,推定量の小標本

の性質を得るのは難しい場合が多い.

ベイズ法のもう1つの利点は,局外母数 (ππ&π
“

″物 θ虎″)の取 り扱いにある.こ れは古

典的な計量経済分析を行うには特に厄介な問題である.通常は,それらを有限標本の性質を失

うというコストを払って一致推定量で置き換える必要がある.しかしベイズ法では局外母数に

関して簡単に積分できる.た とえば,線形回帰モデルで回帰係数 βと誤差分散 ♂ とすると,事

前分布に尤度関数を掛けて事後分布 ズβ,♂ ly)を 得る.も しβだけが必要なら,ベイズ分析で

はズβly)〒 ∫ズβ,♂ly》ゲ とするだけである0。

ズdy,X)∝σイ"~た
十D eXp[一場〆π一カ)s7♂]
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3。2 ベイズ的な方法の問題点

事前分布の問題

ベイズ法です般に認識されている問題点は,事前情報を含めることを認めることである.こ
の事前情報を用いることに対して多くの論争が行われたが,その詳細についてここでサーベイ

を行わない.しかし,も し事前情報が得られればそれを含めるべきであり,ベイズ法はそれを

行う最良の方法を提供する.

実証分析では,事前分布を変化させたことによる事後分布の感度の問題は重要である。しか

し,事前分布の生成 (物 励π)の問題はより重要である.計量経済分析では自分だけが満足

する結果が得られればよいわけではない.こ のために,自分の事前の確信に対応するただ 1つ

だけの事前分布を選択すべきでなく,むしろ,様々な専門家の意見を取 り込んだ一定の範囲の

事前分布を選択すべきである.ほ とんどの応用問題では,それまでの研究や経済理論から研究

者間にかなりの合意がある.た とえば,β を生産モデルでの規模に対する収穫を測るパラメータ

とすると,研究者によって様々な事前分布をβに持つ.ほ とんどはβが 1に近 く,人によって

はβが 0。 75に近いと思っているが,だれもβが 100に近いと思っていない.そ こで,合理的な

事前密度は主要な確率が区間 [015,1.5]内 にあるとする.しかし,ノ(1,0.25),ノ (0。 75,1),

あるいは』′
(1。25,1)の ように,こ の性質を持つ多くの事前分布があるので,応用研究ではこれ

らすべての様々な事前分布を試すことができる.尤 もらしい一定の範囲の事前分布に対して結

果が頑健であることは,ただ 1つの事前分布に対して示される結果よりもずっと受け入れやす
い.多 くの実証分析では,推定は事前分布の選択に関してそれほど敏感でない。もし異なる合

理的な事前分布によってまったく異なる推定値が得られたとすると,重要な情報が尤度関数の

性質について明らかになる.すなわち,尤度関数は典型的にはかなリフラットで,したがって

非報知的であることになる.

もし事前分布の生成が期待できないか非常に困難である場合には,非報知事前情報のクラス

をそのかわりに用いることができる4).

多 くの場合,パラメータについてたぶん曖昧な事前情報しか持っていない場合が多い。再び,

βを規模に関する収穫を測るパラメータとすると,β は 1に近いと感じており,1.5よ り大きい

か0.5よ り小さくはないというはっきりとした確信を持っている.こ の性質を持つ非常に多い

事前分布がある (た とえばノ (1,.0625)).実際には,多 くのベイズ的な応用研究では扱いやす
い事前密度の関数形が選択される.次に,事前情報に基づいて事前密度のパラメータ (ハイパ

ーパラメータと呼ばれる)を選ぶ.したがって,以前の例でのβに対する事前分布は正規分布
であると決める.それはたんに正規分布が扱いやすいからである.そ して,事前の情報に基づ

いて事前平均が 1で事前分散が 0.0625と する.β と♂によって標準的な方法で定式化された

正規線形回帰モデルに対しては,β と♂に対する正規 0ガ ンマ事前分布は自然共役になり,解
析的な結果が存在し,こ の事前分布がこのモデルに対して広 く用いられるようになった.

の実際には,局外母数に関して積分すると問題をずっと簡単にできる.しかし,次の2つの理由から結果に影
響を与えることがある.それはi)古典的な計量経済分析では;局外母数を一致推定値でしばしば置き換え
る方法があるが,小標本では一致推定量によって結果が異なることがあり得る。しかし,そ のような類似の
問題はベイジアンでは生じない. 五)局外母数のベイジアンでの扱いは,周辺密度 り割″))で考えること
になる.古典的な手法に似たベイズ的な方法では条件付密度 (ズβピ=s2.こ こで,♂ は♂の一致推定値)

で考えることである.実際には,古典的計量経済学では滅多にズ副′=s2)を使わない.いうまでもなく,局
外母数に一致推定値を当てることは小標本効果を持つ.

0事前分布の感度分析についてのベイジアンの文献は急速に増加している.こ の分野への役に立つ入門書とし
てBerger(1985),195-247ペ ージ,あ るいはKadane(1984)力

'あ
る.線形回帰モデルに対する事前分布の

感度についての議論は,Leallner(1978,1983,1985)に ある.
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ある関数形が事前分布に対して選ばれたら,事前分布の導出問題は事前のハイパーパラメー

タの選択に要約される.実際は,ベイジアンは,パラメータの経済学的な解釈を通じて非公式

に推論することによって,事前のハイパーパラメータをしばしば選択する.た とえば,上の例

でβは規模に対する収穫の弾力性であるから,そ れはたボん 1に近いと推論する.したがって,

1の事前平均と0:0625の 事前分散を選択する.モ デルのパラメータに単純な経済学的解釈がで

きない場合が数多く存在するが,合理的な事前分布を導出することはそれでも可能である.た
とえば,Koop and Poi五 er(1993)は ロジットモデルに対する自然共役事前分布を導出してい

る.彼 らは最初に,こ のモデルのパラメータを直接に解釈するのが難しく,したがって事前分

布の導出が難しいと述べている。それでも,それらの事前分布に対するハイパーパラメータを,

パラメ早夕自体ではなく観測可能性に関して推論することによって,選択する方法を述べてい

る.すなわち,事前分布の導出を次のような問いをもとにして行う :「 ある特性をもつ個人は,

その特性をもたない人に関連する別の特性を選択することがどのくらいあり得るか ?」

Kadane et al。 (1980)は,正規線形モデルに対してこの種の接近方法をとるソフトウェアを

開発している.'こ の対話型ソフトウェアは使用者に,Xのある値に対して yの とる値を予測す

るように促す.すると想定した事前分布が,い くつかの質問に対する反応を基に計算できる.

これまでは,事前分布の選択に関するいくつかの問題に対する簡単な紹介を行うた。その他

の事前分布の作成方法は Berger(1985)の 第 3章にある.こ の段階でいくつかの点を強調して

おく必要がある. i)多 くのモデルのクラスでは,通常用いられる事前分布の標準的なファミ

リーが存在する.た とえば正規線形回帰モデルに対する正規・ガンマ事前分布である.こ れら

のクラスに対しては
`事

前分布の作成問題は適切な事前のハイパーパラメータを選択すること

に帰着する.五 )多 くの人の納得を得るために,分析者は事前分布の感度分析を行うべきであ

る。面)そのような事前情報を含めることは,合理的な非報知事前分布がほとんどのモデルに

対して存在するので,どうしても必要なわけではない.

後者の場合,そのようなクラスの非報知事前分布は非常に役に立つ.ほ とんどのモデルに対

して,様々な定義の非報知性に対応する非報知事前分布があるが,実証的な結果は通常そのよ

うな事前分布の選択に対して敏感ではない.最 もよく知られた非報知事前分布は,ズθ)=定数で

ある.そのようなアラットな事前分布を用いることは,尤度関数に比例した事後分布を得るこ

とになり,したがって,こ れを用いるベイズ分析は尤度関数だけを含むことになる。このよう

なフラットな事前分布を用いた結果は,古典的な研究で得られたものとしばしば似通った結果

になる。.た とえば,事後密度のモードは最尤推定値と同じである.

フラット事前分布は,パラメータ変換に対して不変ではないことで批判されている.すなゎ

ち,θ がある区間に入る事前確率は,/1θ)を任意の関数としたときに/1θ)がその区間に入る最

大確率と同じでない.非報知事前分布を導出するもう1つの方法はジェフリーズのルールとし

て知られており,事前分布を情報行列の行列式の平方根に比例する様に選択することを示唆し

た。このようにして作成された非報知事前分布は不変であり,多 くの場合結果として得られた

事前分布はフラットなものであることに注意する:た とえば,正規線形回帰モデルではジェフ

リーズのルールの応用は,β と1五(の に対するフラット事前分布と同じであるズβ:♂)∝ σ
~1の

形の事前分布になる。
.

つしかし,これは常に成り立つわけではない(た とえば,以下の単位根計量経済学についての議論を参照).大
雑把な経験則では,フ ラットな事前分布を用いたパラメータ推定値は最尤推定値と非常に似た数値になる傾
向にあるが,仮説検定はしばしば非常に異なる結果を生み出す.こ の論文の第 1節では,ベイジアン仮説検
定に含まれる方法を簡単に述べている.概観した方法は古典的なものとは全く異なり,このためにかなり異
なった結果になることを強調する価値がある。
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しかし,別のもっと深刻な非報知事前密度の問題点は,それらがしばしば非正則になる,す
なわち積分して 1にならないことである.実線上での一様密度が通常用いられているが,非正

則な非報知事前分布である.非正則な事前分布は推定や予測に対しては問題を起こさないが,

同じことは仮説検定に対しては当てはまらない.特に,制約のない対立仮説に対するシャープ

な帰無仮説の検定に対する事後オッズは,しばしばデータに拘わらず帰無仮説が好まれる

(Leamer(1978)参照)つ.結果として,非正則な事前分布は, もし研究者が事後オッズ比で一

点帰無仮説を検定したいならば,用いるべきではない8、

3.3 ベイズ法を用いた応用分析のサーベイ

ベイズ流の分析は応用経済分析への研究には僅かしか利用されてこなかったけれども,それ

が受け入れら始めたのは90年代になってからである。初期の応用研究は,最近のいくつかの

力%″%′ び 五わ%οπθ励お のベイズ応用分析の特集号9や,4あ%`る 物 Eとο%οπθ蒻
“

に見られ

る10.本稿ではベイズ分析を採用したすべての応用分野の詳細なサーベイは行わないが,計量経

済分析についての包括的な情報はZellner(1983,1985)を 参照すると良い.そのかわり,こ こ

ではベイズ法が広 く用いられており,古典的な方法と比較可能な 2つ の分野である単位根検定

と′EBA(極値境界値分析)を取 り上げることにする。前者は,多 くの論争ど有意な差がベイズ

法と古典的な方法との間に見られるので,多少詳しく説明する.一方,後者はベイジアンと古

典的な計量経済学者が多くの一致する立場に立てるケースの良い例である.こ のほかにも,制
約付回帰分析の応用でベイズ的な方法が成功した例としてシラー・ ラグがあるが,前に別の論

文で取 り上げたので省略する.

単位根問題
'あ る系列が階差定常過程 (DSP)か トレンド定常過程 (TSP)か という問題は,1980年代に

多くの計量経済学者の注目を集めた トピックスであるが,経済学と統計学の両方の意味を持っ

ている.系列が単位根を含むかどうかはマクロ経済学にとつて非常に重要であり,技術パラメ

ータが単位根にしたがうと考えて, リアル・ ビジネスサイクルの理論の検証に多くの経済学者

が参加した.統計的なFn3題 としては, トレンド除去法と単位根検定の問題がある.古典的な方

法による単位根問題の分析はすでに数多く行われており,それらの結果は Hatanaka(1996)に

まとめられている.

経済理論はいくつかの時系列は単位根を必ず含むはずであることを意味しているが,一方統

0非報知事前分布についてのより詳細な議論については,Zellner(1971),41・ 53ペ ージ,あ るいはBerger

(1985),82-89ペ ァジを参照.

つ事後オッズは,帰無仮説と対立仮説の下での尤度関数の加重平均の比であり,こ こでウエィトは事前密度に
よって与えられる.も し対立仮説の下での事前密度がフラットになったら,尤度関数の裾にもっと大きなウ
ェィトを与ぇる.したがって,対立仮説の下で加重平均は小さくなり,帰無仮説は事後オッズ比では好まれ
るようになる.

助もっと正確には,事前密度は,帰無仮説の下では制約付であるこのようなパラメータに対しては非正則にな
らない。しかし非正則な事前密度は,帰無仮説と対立仮説の両方の下で制約のない,こ のようなパラメータ
に対しては問題を生じなぃ.た とえば,線形回帰モデルでの関心が回帰係数βがゼロかどうかを検定するの
に事後オッズを用いるときに,&に対しては正則な事前密度を使用しなければならない.しかし,&(ノ≠めに
対してや誤差分散に対して,非正則な事前密度を使用することは完全に受け入れることができる。

めBayesian EmpiHcal Studies in Economics and Finance,ed.by D.J.Poirier,1991;Bayesian and Classical

恥 9nOmetric Modelling of Tilne Series,ed.by L.Bauwens and M.Lubrano,1995;Bayes,Bemoullis,and
Basel,ed.by L.Bauwens,W.Polasek and Hi van Dttk,1996の 各特集号に多 くのベイズ流の応用分析があ
る.

10)T.B.Fomby and Ro C.Hill ed.4あ
%ι6れ Eθοπο″ 蒻bs、 カムIIJ4 3に 多 くのベイズ応用分析がまとめ

られており,Part Aは Bayesian Computauonal Methods and ApplicadOns,Part Bは BaveSian Methods
Applied to Time Series Dataの それぞれ特集号である.
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計理論は定常な系列と単位根系列の性質の違い,そ してそれに基づく推定量と検定統計量を強

調している.Dickey and Fuller(1979)と Nelson and Plosser(1982)を始めその他のよく知

られた研究以来,古典的な計量経済学者は経済時系列における単位根の検定問題にかなりの努

力を注いできた.単位根計量経済学をめぐる多くの問題は,次のAR(の を再定式化した単純な
モデルを考えることによって示すことができる.

yι =″
`-1+コφ/しι―ゴ+zι

ここでレ
`(′

=1,・ ."の は観測されたベクト′レの′番目の要素であり,α
`は

観測されない誤差

項である.実証が可能な単位根はρ=1な らば存在する。しかし,誤差項の性質について異なっ

た仮定をすることが多い.た とえば,Dickey and Fuller(1979)は %=が ググι正規を仮定し, ′
分布に従わないρ=1を検定するのに, ′統計量に対する臨界値をシミュレニトした.そ の後
Phillips and Perron(1988)で は,誤差項についてもっと一般的な仮定を考え, ′,統計量の関
数である検定統計量を導いた。実証研究で単位根を検定するときには,しばしばDickey‐ Fuller

テストか Phillips‐ Perronの拡張が用いられる.しかし,い くつかのモンテカルーロ研究からの事
実 (た とえばSchwert,1989や DeJ6ng,NanklrviS,Savin and Whiteman,1992参照)は ,こ
れらの古典的な単位根検定は極めて低い検出力しかもたず,特にトレンド定常な対立仮説に対
しては検出力は低いことを示している.

Sirrls(1988)と Sirns and uhlig(1991)に よる議論の発端となった論文は,単位根仮説を調
べるのに古典的な計量経済学的な方法を用いることを批判し,フ ラットな事前分布を用いるこ
とを支持しており,最近の多くの実証分析では,フ ラットな事前分布を用いたベイズ法を採用
していることを示した.こ れらの論文は,ベイズ的な方法による単位根計量経済分析に大きな
関心を呼び起こした:最近の実証分析を見ると,フ ラットな事前分布を用いるベイズ法では,

経済時系列の単位根仮説に関する推測が古典的な検定による結果とはしばしば異なることを示
している.特に,DeJong and whiteman(1991a,b,c)に よるフラット

ー
な事前分布を用いたベ

イズ分析では,Nelson and P10sser(1982)に よって研究されたマクロ時系列や,Shiller(1981)
.と Marsh and Merton(1986)で 分析されたストック価格や配当系列に単位根はほとんど見い
出されていない.同様に,Schotman and van Dlk(1991a)に よるフラットな事前分布を用い
たベイズ分析では,実質為替レニトや実質GNPデータに単位根があるという事実は,古典的な
単位根検定の結果によって支持されよりもずっと弱いことを見い出した.

ベイズ単位根の分析は,ベイズ分析を行っている人々の内から批判されている.た とえば
DeJong and whiteman(1991a,b)で 用いられたフラジト事前分布の型はプト報知ではないとい
うことについての論争から,Peter Phillipsは時不列モデルにフラット事前分布を用いるのに強
く屎対した.それは,フ ラット事前分布はある種の不変性を欠いておリー;1自 己回帰係数がコン
ログラムの形状に影響を及ぼし,、 データやその標本積率に含まれる期待情報量に影響を与える
という経路で,一般的なモデルに基づいた重要な情報を無視 している.か

らである.Phillips
(1991)は ,非報知事前分布の作成に対するJeffreysの ルールを用いて,1無知の事前分布 (な脇ο_

勧
“
′ηογ)と呼ばれる事前分布を開発したc Phillipsの 事前分布は,拡散的な動きを意味する

パラメータ空間に様々な事前ウェイトを|お くという点でDeJong and whiteman‐ のものとは違
う.こ の反直感的な性質は,Phillipsの 事前分布作成法の性質から生じるものであり,こ れは事
前分布がモデルの標本理論的性質をまねていることを保証するものである|すなわち,も しρ
が実際に1よ り大きかったとすれば,モデルがら生成されたデータは1こ の系列がすぐに発散す
る性質があることは明らかになる.したがって,一般的に1よ り大きい.ρ の値はより多 くの情
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報を含んでおり,Phlllipsの 無知の事前分布が表 している特性である.こ れらのモデルに基づい

た事前分布を用いて,ベイズ法による事後解析は,単位根の有無にづいて古典的な有意性検定
と同じくらい不確実であることを示した。加えて,Phillipsは Jeffreys型 事前分布を利用した方

法を Nclson‐ Plosserデニタに応用し,も っと一般的な Jeffreys型 の事前分布を採用し,同様な

結果を得ているpeJong and whiteman(1989a)や Zi,ot and Phillips(1991)で報告されたよ

りは,単位根モデルに対して決定的な証拠がないことを見い出している.

Phillipsの 無知の事前分布は,ベイジアンからも非ベイジアンからもともに批判された (Phil‐

lips,1991に 対する討論を参照)。 この事前分布はパラメータ空間の非定常区域に非常に多くの

事前ウェイトをおくので,非定常である事後確率はそれに応じて増加する。結果的として,多
くのマクロ経済時系列に単位根があるという事実は,その他のベイズ流の分析で行った研究よ

りも多くなることをPhillipsは 見い出したlP.あ る意味では,Phillipsの 研究はベイジア
・
ンと古

典的な方法との架け橋と考えることができる.これは公式的にはベイジアンであるが,その基

礎にある考え方の多くは古典的な単位根とベイジアンの結果との乖離を説明することに捧げら
れている.時系列モデルで合理的な事前分布を導出するものは何かという点については,ま だ

回答が得られていない。非常に多くの研究が現在もこの分野で行われつつある.

DeJong and whiteman(1991,,b), Phillips(1991)そ れ勁こZi,ot and Phillips(1991)に よ
って行われた単位根仮説のベイズ分析では,モ デルのパラメータに関して線形である推定され
た定数項とトレンドをもつ共通のAR(力)モ デルを用いて―いる。Schottnan and van Dijk

(1991a)は Phillipsへ の返答で,定数項とトレンドのあるAR(力)モ デルの非線形の観測されな
い要素モデルを用いて,モデルのパラメニタに関してフラット事前分布とJeffreys型 事前分布
の動きと,主要な自己回帰係数ρの結果として得られた事後分布を調べた.彼 らは,Schidt
and PhillioS(1989,1992)に おけるように,こ の要素モデルによる表現は単位根仮説の分析に
対してより適切であるとした.それは要素モデルにおける確定項パラメータは,単位根帰無仮
説とトレンド定常対立仮説の下では同じ解釈ができるが,線形モデルでのパラメータでは同じ

解釈ができないからである。しかし,彼らの見方はDeJong and′ Whitemanや Phillipsに よる
ものとはかなり異なる.特に,要素モデルの中ではフラット事前分布と比較した場合,Jeffreys

型の事前分布は単位根モデルのウ三ィトを小さくすることを示した.そ して,DeJong and
Whiteman(1991a,b)の結果と対照的に,フ ラット事前分布から導かれた事後分布の推定は確
率 1で単位根仮説:|こ なることも示した.さ らに,単位根モデルを受け入れるという事後オッズ

比は,レベルパラメータに非正員Jな事前分布を用いると発散することを示した.レベルパラメ
ータに対するJeffreys型 の事前分布は非正則であるから,Schotman and van Dlkは J』曝ys

型の事前分布は「単位根仮説のベイズ分析には不適切である」と批判している。
ベイジアンは古典的な単位根の論文に対して,い くつかの面で批判している (Sirns, 1988;

Sirrls and Uhlig 1991;Koop 1992b,c;Koop and Steel,1994;Schotman and van]Diik,1991a,

b;DeJong and whiteman,1991a,b)。 単に検出力が低いためだけでなく,それらが単位根で
のナイフの刃のような漸近性にかなり依存しているためである.すなわち,古典的な漸近理論
は,も しld<1な ら標準的な結果が成り立つが,ρ〒1な ら結果は大きく異なるという事実に悩
まされている.さ ら|に ,ヽ しlpl>1で系列が発散するなら,漸近的な結果は単位根あるいは定
常系列の場合とは異なる。もちろん,小標本では,定常であるが持続性のある系列(た とえば,

ρ=0。 95)か ら生成された系列は単位根とは実際上区別することができない.こ れらの論文が示

1。 しかし,Phillipsの 考えた U.S,マ クロ経済時系列における非定常性の確率は,2分の 1よ りもかなリイヽさい
ものである.こ の特性は,何人かの研究者にベイジアン単位根の結果が事前密度にかなり変化があってもか
なり頑健であると結論づけることになる.
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しているように,ベイズテストは厳密な有限標本の結果を与える。この方法はρについて連続

な尤度関数に基づいているから,古典的な漸近性における不連続性はない12p.

ベイズ流単位根検定を行う代表的な2つの方法がある.1つの方法は,ρ に対する報知情報を

用いて,単位根モデルを非単位根モデルと比較する事後オッズを計算する にoop,1992b,c;
Koop and Steel,1994;な ど).も う1つの方法は報知事前分布を用いず,ρ が1の近傍の一定
の区域 (た とえば,P(0.95<ρ <1.051y)あ るいはズ ld≧ 11ク)に入る事後確率を計算する (De‐

JOng and white血 an)1991a,b). これらの考え方と異なる方法が,Tsurumi and Wago(1996)
で提案されている。この方法は,DeJ6ng and whitemanの 用いたフラットな事前分布による

結果を利用して,事後密度を帰無仮説の値の方向に11っ 張る自然共役事前分布を用いて分析し

ている.こ こで:次の2つの点を強調できる。1)ベイズ単位根検定は,必要なのは尤度関数と

事前分布であるから導出が容易であり;厳密な有限標本の結果を与える.古典的な単位根検定
を導出するのに必要な漸近理論は極めて複雑であり,モ ンテカルロ研究によれば,こ れらの漸
近的な結果を小標本に適応するのは疑間がある.2)ベイズ単位根検定は,古典的な検定よりも

単位根の存在をずっと小さく見る傾向にある:

古典的な単位根検定とベイズ単位根検定との差は,用いられるそれぞれ仮説検定の方法の違
いに大きく依存している.古典的な検定方法は単位根を帰無仮説の状態で検定し,標本情報が

圧倒的に否定する場合だけ単位根を棄却する。逆に,ベイズ事後オッズ比は単位根が存在する

確率を計算し,次にそれを,た とえば系列がトレンド定常である確率と比較する.小標本では,

単位根モデルから生成されたデータは強い永続性のあるトレンド定常なモデルから生成された
データと事実上区別できないであろう。′強い永続性を示し;時間がたつにつれて上方トレンド
がある,あ るいはその両方がある有限の標本の系列の場合には,ベイズ法は単位根とトレンド

定常モデルが似た事後確率をもつことを明らかにする.しかし,(圧倒的な標本情報に直面する

場合だけ棄却する)古典的な検定方法では,単位根という帰無仮説を棄却できないだろう.別
の方法で示すと,ほ とんどのマクロ経済時系列が単位根を含んでいるという事実は,古典的な

検定が棄却できないことを確実に保証する.ベイジアンはトレンド定常というようなもう1つ
の仮説よりも単位根 (あ るいは非定常性)の ほう=が どれほど起こりうるかと尋ね,否定的に答
えがちである.簡単に言うと,ベイズ法は古典的な受容/棄却という検定方法よりも,標本情報
をより適切に要約している.

EBA(Extreme Bolln“ Analyds:極値境界値分析)

多くのベイズ分析を用いている人たちはモデル選択の古典的方法を批判しており,たぶん最
も強いものは Ed Leamerの研究 (1978,1983,1985)か ら生じたものであろう.Leamerが行
っている批判は,経済学は実験科学ではないのだから,真のデ…夕生成プロセスを見つけるこ
とができると考えることは間違いである,と いうものであるこ結果として,主要な推定がモデ
ルの定式化に敏感なのか,あ るいは他の仮定に対して敏感なのかを確かめることは重要になる.

線形回帰モデルでは,感度分析のパフォーマンスに対するこの二般的な名称は,EBAと して知
られているこ連のテクニックによって適応される.

EBAは明確な実証分析での成功例であるが,こ れは一部は疑いもなくそれがベイズ分析とし
ても古典的分析としても解釈できるという事実のためである:こ のことを理解するために,正
規誤差をもつ次のような線形回帰モデルを考える|

鯰)多分,こ の問題に対するベイジアンと古典派の間の大きな差を最も分かりやす く示したのは,Sims and
Uhlig(1991)で ある.こ こでは,ベイジアンと非ベイジアンそれぞれに関心があるJβ とβlρ のグラフを
提示し,いかにベイジアンのグラフが両者のうちでより合理的かを示している。
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y′ =″籍十ει (′ =1,… ,r)    '

ここで″ιは 力×1の説明変数ベクトル,そ してεォはググ″.ノ(0,♂ )である。事前分布は自然共
役で,Eと rは それぞれ既知のノ×力と力×1行列で rank(■)=ノ とする。アプリオリに E(Hβ)

=rを仮定するが,事前分散・
7。 は定式化しないままである.も し,β の線形結合 (φβ,こ こで

φは力×1)に関心があれば,こ の線形結合の論理的推定値はE(φβlレ)と なる.しかし,この例
では事前分散を定式化できないし,し ようとしない.Leamerは E(σβly)が とりうる極値を計
算することを提唱している.すなわちmin%E(φβlク)と maxち E(φβly)を解くことを考える.

2つの解は,E(σβly)の事後平均がとる極値になる.こ の差δを計算し,パラメータの推定値
の曖昧さの尺度としようとするものである.δ が大きければ,推定値のとりうる範囲が広がるこ
とを意味している.言い換えると,EBAは研究者はパラメァタの事前の位置についてある情報
をもっているが,あえて事前分散行列を定式化しようとしない,共通の場合に対する事前分布
の感度分析として解釈できる.

E3Aの古典的な解釈も直感に訴え,納得‐できる.説明変数は2つのグループ,自 由変数と候
補変数,に分割される.自由変数は回帰に必ず入る変数であり,こ れらの変数の係数にどんな
制約もおかないことに確信を持っている.それに対して,候補変数は推定に必須ではないが方
程式の適合度に寄与する変数である.どんな候補変数も

=β
=rの形の任意の線形制約に従うと

させることができる.た とえば,貨幣需要関数では利子率を自由変数として選び,その他のた
とえば,金融イノベーションに対する代理変数,ラ グ付き変数を,ゼロ制約に従う候補変数と
する.Leamerは,こ れは基本的には多くの応用研究者が通常行っていることであり,通常 2,

3のキー変数に関心があり,そ の他の実験をおこなうと述べている:しかし,こ の実験から唯 1

つの最終的な回帰式を示すだけよりも,Leamerは ,重要な変数と考えるキーパラメータのどれ
かが起こる極値を示すべきであると述べている.簡単には,Leamerは候補変数に課される線形
制約に対する重要パラメータ推定値の感度を調べ,こ 4ら の極値境界が上のベイズ事煎感度問
題におけるものと正確に同じになるかどうかを調べる.

EBAは いくつかの実証分析で行われている.たギん最も重要なものはCooley and LeRoy
(1981)で あろ

′
う.こ の研究はMcAleer,Pagan and Volker(1985)に よって反論され,ふた

たびCoOley and LeRoy(1986)と Leamer(1985)に よって弁護されてぃる.彼らの研究では,

Cooley and LeRoy(1981)は EBAを貨幣需要関数に適用し,利子率弾力性に対するEBAは
非常に広く,ゼロを含んでいるので,いかなる推測も不安定なものであるとの結論を得た.た
とえば,利子率の符号が負で推定されるのは,候補変数を都合よく組み合わせて得られるもの
であり,デ‐夕に含まれている情報だけでは利子率が負である結果は得られない。したがって,

推定されている関数の多くは,分析者の強い先験的情報でゆがめられた結果である可能性が大
きいことを明らかにしている。McAleer,Pagan and v01ker(1985)は この見解に様々な理由
を挙げて反論した.そ の多くはここで関心はなぃ.今の目的のためには,彼 らがEBAが候補変
数の有意性に依存しているだけでなく,異なる分類が異なるEBAを意味するという意味で,変
数を自由と候補のカテゴリーに分けることに依存している範囲の大きさを強調していることを
注意するだけで十分である.これらはLeamer(1985)や Cooley and LeRoy(1986)が厄介な
問題 |は見なさなかった性質である.二般的に言うと,こ れらの性質は十分考慮して遂行され
た古典的分析とベイズ的な方法を用いた分析との間の本質的な類似性を強調するものと考える
ことができる13)。

13)EBAの
分析例については伴 (1991),163-165を 参照のことe
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Leamerは SEARCHと 呼ばれるコンピュータ・パッケージを作成し,彼が提唱した多くの手

法が取 り入れられている.

例 :単位根のベイズ分析

ARMA誤差の次数が未知の場合のトンンドモデルにおいて単位根がある場合を示し,系列

が トレンド定常プロセス (TSP)と階差定常プロセス (DSP)の どちらであるかを中心に検定

する例について,Tsurumi and Wago(1996)に 沿って多少詳しく紹介しよう。モデルは,次

のように与えられる.

銑=μ+″+鶴 ,=的‐+器笏

こ こ で 0(3)圭 1+aB十 &B2+… +a939と α B)=1-φ lB一 … 一 φJttpで あ る .0(3)は 反 転

可能で の(3)は定常であると仮定されている.

自己回帰誤差のある回帰モデルで単位根を検定するのに

α(3)=ηBI(1-写 )(1-ψlB一 九B:一 …)

と表し,こ こで η=α(1)である.こ のように表し,ラ グを,期で打ち切ると次式のようになる.

ここでμすは新たな定数項,そ してα*=αηである:    |
この式を用いると,DSTと TSP仮説は次のようになる.

HO:η =O and α*=O vs.Hl:η ≠0

δ圭(η,α
*)′ に対する事後密度を導 くために,事前密度を与える必要がある.多 くのベイズ分

析では非情報フラット事前分布やい 型の不変事前分布が良好な結果を得る.しかし,単位

根のベイズ検定では,フ ラットな事前分布を用いるとη=0の帰無仮説が真であるときに,η の

負の領域に大部分の密度がある事後分布になる.そ こで DSPが真であるときに,DSPよ りも

TSPを受け入れやすい.こ の点を考慮して,Phillips(1991a)は ぃ 型の事前分布を用いて

事後分布を 1の方に引き寄せる望ましい結果を得ているが,その場合事後分布が双峰分布にな

り,ρ >1の発散区域内ではね 型事前分布は指数的に増大するので裾が厚 くなる結果を生

む傾向がある.Jeffreys(1961,pp.358-359)は 系列相関の分析に用いる場合,係数が 1の とき

にこのル′のs型の不変原理を用いる点についていくつかの問題を指摘している.フ ラットな

事前分布を使うときは,η の最尤推定量 (MLE)夕 は,η〒0の とき負になる傾向がある。そこ

で,単位根あるいはDSPを検定するのに,事後密度をη=0の方向に引っ張る事前密度を選択

する必要がある.

そこで,次のような自然共役事前分布を用いた.

こ こで

il,r;, q*lo)o 
"*n{ -fi<a-d")'%(d- d,)}

そしてが=(η ,α
*),そ してこの事前分布をη=0と α*=0の帰無仮説の値の中心におく:δ の事

％十カ
ψク

Σ
Ｈ

十α＋″＋μ〓乃



後密度を導 くために,

ここで
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推定式を次のような行列の形に書きなおす.

η=ハ十XF十 %

∠υ。  ―, ∠yl

鈍 n_1 ・ ¨
 範 n

そして″=(μ*,4,…
,ψり.δ の事後分布は次式によって与えられ

0(δldata)∝ [埓
2+グ十(δ一δ)′(7。+の (δ一δ)]~(″

~″-1ン2

ここで7=/皿ヱ,脇 =f一χ(Xつ0~lχ,パ
2=″34ぁ ,グ=δ

′
7。(b+アド17δ

,δ =7~1/ω ,

δ=(7。 +7)「17δ である.

ここで,2つのことを決めねばならない.｀ (i)ラ グの長さ沙と,(五 )事前分布における 70の

値である.事前密度の 7。 の値を得るために,プートストラップ法を用いる.

(1)モデルのパラメータのMLE∂=(グ ,7,7~l,… ,ψ。)と Jを用いる.ク 1,… ,α″をノ(0:

 ヽ J:)か ら抽出し,ダイナミック・シミュレ‐ションを行う.

ι々=′*+7鉾_+′ *′十シん|ゴ十″̀
。

計算されたイyι が利用できるようになると,yι _Jの実際のデータを置き換える。ク′の %
+″ 個の値を発生した後,y`の最初のγ個の計算値を棄て,残 りの%個の値を用いる.

(2)y`の %個のシミュレー トされた値を用いて,新しい θ〒(μ,η ,α
*,4,…

,あ)を推定する.

それらを∂(1)=(′(1、 ク。し′*。しらlL…
,あめとする.

(3)(1)と (2)を R回繰り返す。δくの=(,(め ,′
*(め

)′ をグ=1:・・。,Rに対して集め

C=COv(δ)=秦』(δ
O― め(δ9-の

′

を計算する. ここでδ=1″Σ仁lδ (め.さ らに 7。 =C~1と する.

R回の抽出のそれぞれに対してMLEである∂と∂を用いる代わりに,グ+1回目の抽出に
∂0と ∂(?を用いることもでき,こ れはまさにGibbsサ ンプラーの方法である.′ とyォ _1の よ
うな強いトレンドがある説明変数の場合には,y`の拡張されたデータが大きく変動するために
Gibbsサ ンプラーが難しぃ場合がある.

いくつかのベイジアン・プートストラップ法が提案されているが,ブ,ト ストラップ法は用
いるモデルとデータを反映するように計画されてぉり,古典派とベイズ派の折衷的な弾力性を
持っている.η とα*の事後分布も,簡単に計算することができる|

Tsurtlmi and Wagoでは,為替レ早トモデルでこの単位根検定を行っている.DSP tt TSP
仮説蕉検定するために,最高事後密度区域 (HPDR)あ るいは最高事後密度区間 (HPDI)検定
を行う。 もしHPDR検定なら街の所与の水準 (た とえばa=0.05)に対して,(1-ω HPDR
等高線が点 (η =0,〆 =0)を含むか否かを見る.HPDI検定の場合には,個々にηの (1 7 6rll)

HPDIが η皇oを含み,α*の (1-ω HPDIが α*=oを含むかどうか見る.｀ 単に点推定値や検

〓Ｘ

１́
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・
　

％
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定統計量を見るだけよりも同時事後分布や周辺事後分布をプロットすると,η とα*に ついても

っと多くの情報を得ることができる.

次の為替レート決定モデルを考える.

st=β +&(%ι 一 π す)十 島 (yι 一 グ )+μ (為 一 だ つ 十 島 (夕
`上

ダ )+錫 +z`

ここで,次の各変数は時間 ′での対数をとつたものである :st=名 目為替レート,後 =貨幣供

給,y′ =生産,角■短期利子率,夕ι≡卸売物価指数,二 =外国為替準備,である。なおアスタリ

スク(ホ )は外国での数量を表している.

この式に含まれている6変数について,各変数が同じ次数で和分されているかどうか検定し

た結果が次の表である.こ の表には,方程式の ηとが に対して DSP tt TSP仮 説を検定するた

めに,Dickey‐Fullerの F検定が 95%最高事後密度区間 (HPDI)と ともに,報告されている。

Dickey‐Fuller F―検定と最高事後密度区間 (HPDI)

変数 ADF F―統計量 ηに対する99%HPDI ♂ に対する99%HPD]

(-'.07, .025) (下 10004,.0002)

%`一 %才 (― .085,.025) (=.0003,.0001)

y`一 yま (一 。135,.030) (― .0001,.0003)

η~γ声 (― .050,.021) (一 .0002,.0003)

夕r―夕ま ( -.075, .009) (― .0002,.0001)

ニ (二 .050,.015) (「 .0001,.0004)

ここで,99%HPDIは 99%最高事後密度区間を表している.ま たラグの長さは 12(夕 =12)と

している.

表から:Dickey‐Fuller F検定は5%有意水準で ,サ ーグ 以外のすべての変数はDSPである

ことが分かる.ptニダ に対しての 7.15と いうF統計量は5%水準で有意であるが,5%水準か

らそんなに離れていない.他方,99%―HPDIは ラー0と α*=0の帰無仮説の値の回りに集中し

ている.従って, 6つの変数がすべて単位根があることになる.

4. ベイズ法における計算

第 2章で強調したように,事後平均とか事後オッズのような統計量を解析的に求める方法は

滅多に存在しない.そのような場合には,ベイズ流の応用研究では数値的な手法に頼らなけれ

ばならない.そ こで,そのいくつかの方法について述べる.ま ず最も単純な近似から始め,次
にもっと手の込んだ方法を考えることにする.

事後分布を求めるには,複雑で,し ばしば高次元の積分を評価することが必要になる.加え

て,事後分布の要約統計量の計算にはモーメントや四分位値が含まれており,そのためにはさ

らに積分計算が必要になる。この問題に対する初期の取 り組みは事後密度への解析的な近似解

を得るために漸近的な方法を用いることであ.り ,最 も単純な結果は事後分布への正規近似で,

基本的には中心極限定理のベイズ版といえる。もっと複雑な漸近的な方法はラプラス法 (Tier‐

ney and Kadan0 1986)の 様な手法で,も う少し正確で,かなり非対称な事後分布への近似が

できる.こ のような近似法が適用できないかあるいは精度が不十分である場合には,数値積分

に頼ることになる。何年もの間ガウス求積法の:よ うな伝統的な方法がこの目的のために使われ

てきた10。 しかし,こ の方法を適用するのは,対象とする計算式が大きなモデルでは扱えないの

で,(パラメータ数が 10位までの)低次元の計算に限られてきた。これらの方法には,一定の
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精度を維持するために必要な関数を評価する数が,次元数とともに指数的に増加するという次
元の呪いという問題がある.も う一つの方法は,Dempster,Lattd and Rubin(1977)の EMア
ルゴリズムであるe本来は欠測値問題における最ォ推定値を見つける道具として開発された方
法でぁるが,多 くのベイズ分析での事後分布のモードを見つけるのに用ぃられている.EMアル
ギリズムは多くの実際問題に適用されているが,かなり遅いアルゴリズムであり,事後分布全
体を推定するよりiも 主として事後モニドを見つける目的だけに向けられている.結果として,

最江の多くの応用分析家はモンテカルロ積分法に注目するようになった.こ の方法はより完全
な情報を提供し,かなり高次元のモデルでも比較的プログラムが簡単であるという特徴がある.

この方法には,イ ンポータンス・サンプリング (Geweke,1989a)や 単純な受容/棄却サンプリ
ングのような伝統的な非反復的方法が含まれる.も っと強力な方法は,最近開発された反復的
マルコ7連鎖モンテカルロ法で,データ拡大 (Tarlner and wong,1987),メ トロポリスー人ィ
スァィング・アルゴリズム (Hastings,1970),そ してギプス・サンプラニ (GcmanandGeman,
1984;Gelfand and Smith,199o)が 含まれる.こ れらの方法はマルコフ連鎖を作成し,そのア
ウトプツトは同時事後分布からの (相関のある)サンプルに対応する,こ れらの方法について,

以下順に紹介する。  ‐

4。1正 規 近 似

多くの場合,事後密度は近似的に正規分布にしたがう.正規分布の性質はよく知られてし`る
ので,事後密度から近似的な推測を行うのは容易である.説明上,そのモードの回りで事後密
度の対数をテ

=ラ
ー展開する.

hズ列ν)=ズ ay)十 (θ
一θ)′G(冽ク)十÷

“

二θ)′ズ 冽y)(θ―θ)十残余

ここでG(θ lク)け θで評価した傾斜,″(θ ly)は θで評価したヘジセ行列である。モードで評価
した傾斜はゼゴでぁることに注意し,残余を無視すると,:事後密度は近似的に正規分布にした
がうことが分かる.実用的には,こ れは近似的なベイズ分析はちょうど古典的な計量経済分析
で最尤値を求めることに対応している.標準的な最導化のパッヶ―ジであれば事後モードを得
るのに使うことができ,対数事後密度のヘッセ行列の逆行列にマイナスを付けたものを近似的
な事後共分散行列として用いる。たとえば,Zellner and ROssi(1984)は ロジットモデルでの
研究にこの近似を採用している。しかしぅ彼らは正郷近似が極めて良くないことを見い出して
いる.     ′                 ′

正規近似に関する問題は,近似誤差が非常に大きいことである.それはこの方法が事後平均
に実際は事後モードで近似してぃるためである.も し,事後分布がかなり歪んでいるか双峰な
らば,結果は惨めである.ま た,パラメ‐夕の非線形関数である量に関心がある場合は,正規
近似はそれほど役に立たない。さらに,こ の方法|キ近似の精度を評価するための診断が得られ
なぃ.可能なら,次に述べる方法を用いてもっと正確な分析をするべきであろぅ.

4。2数 値 積 分
|

ベイズ実証分析に通常見 られるタイプの積分を計算する最 も直接的な方法は,多 くの数値積
分公式の中の1つを用いることである.こ れらの手法の中で最も単純なものはシンプソンの公
式を用ぃてお′り,多少手の込んだものはガウス・ェ′レミート球積法を用いる.こ れらの手法は,

標準的な汎用数値積分プログラムが低次元の問題に対してだけ有効であるという重大な欠点が
ある.しかし,計量経済分析では通常多次元の問題を取り扱う場合が多い.Naylor and Smith
10こ れらの方法についての一般的な議論については■おted(1988,Ch.5)を ,ま た事後分布の計算への応用についてはNaylor and Smith(1982)を参照.
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(1982,1988)と Smith et al。 (1985)は数値積分の全般的な議論をしており, 9次元までの数

値積分を行っているが,プログラムは複雑で,個別の問題に対するものであるので,経験のあ

るコンピュータ・ プログラマーだけが使いこなせるものである。しかし: 1つ か 2つのパラメ

ータに関する積分が必要な応用問題に対 しては,数値積分は実行可能である.た とえば,

BRAP10は ,1次元の問題に対してはシンプソンの法則に基づいた簡単なサブルーチンがあり,

IMSLや NAGラ イプラリーは Fortranプログラム10か ら直接呼び出せるいくつかのサブルー

チンを含んでいる.多分最も手の込んだプログラムは Bayes Fourで あり;数値積分を行うため

の広範囲のサブルーチンを含んでいる (Naylor and Sha"(1991)参 照).

4.3 ラプラス近似

ベイズ分析では積分を近似するためにラプラス法を用いることができる.｀ Tiemey and

Kadane(1986)と Tiemey,Kass and Kadane(1989),そ してKass,Tiёmey and Kadane

(1988)に よる研究によって,ベイズ計算に役立つ解析的な近似を得ることができるようになっ

た.特に,実数値あるいはベクトル値パラメータや周辺事後密度の事後平均と分散を近似する

積分にラプラス法を適用した.こ の方法を用いると,ベイズ分析は積分 ∫/1θ)exp[一 動 (θ)](″

(ス カラーの θに対して)を

ズθム/1「σexJ二動(θ凋
によって近似する.こ こでθは力(θ)の最大値,そ して♂はθで評価したヘッセ行列の逆行列

にマイナスを付けたものである.ほ とんどのベイズ積分はこの形を取る.た とえばTiemey and

Kadane.(1986)は

ズx釧め=

と表している.こ こで L=[ln(ズθ))十 inに(θ ly))]/T,L*=二十1n[g(θ)]/Tそ してTは標本のサ

イズである。ラプラス法を分子と分母に適用すると,両者 とも非常に似ているので近似誤差 も

非常に似ており,そ こで互いに相殺することが分かる.結果的に,｀ Tiemey‐ Kadane法 を用いて

計算された積分は通常極めて正確である。

多変量の場合には,次のように E(Iθ )ly)に対する2次近似値を得る.

σ=

ここで θとθ*は最大値であり,それぞれLと L*に対応するΣとΣ*は,、 シセ行列の逆行列

にマイナスを付けたものである。Kass,Tiemey,and Kadane(1989)で 示されているように,

この近似の相対誤差は T=2のオーダーで上の正規近似よりもかなり良い.対応するIθ)の分

散の 2次近似は次のようになる.

で磁×g(θ )ly)=Ё (ズθ)刊 y)一 [E(ズθ)|レ ]?

Tiёmey‐ Kadane法 を行うには,関数を最適化することだけが必要である.特にLと L*は最

10 BRAPは シカゴ大学の Arnold Zelherを 中心としたグル‐プによって考案された TSPに 似たベイズ計量

経済分析用のコンピュータパッケージである。このプログラムの詳細は付録を参照のこと。
10 1MSLと NAGラ イプラリーは,ほ とんどの大学で利用できる Fortranサ ブル■ティン・ ライプラ

｀
リーであ

る.
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大化され,そのヘッセ行列を得る必要があるが,多 くの最適化パッケージが存在するのでわざ
わざプログラムする必要はない.最尤法をよく使う応用分析を行う人にとっては,積分問題を
2つの最適化問題に変えるのでTierney‐Kadane法 は簡単に使える.そ してLと L*は似た関
数であるから,も し∂を∂*の探索での初期値として使えば計算が容易になる.Tiemey‐
Kadane法 は,た とえθ*が ′*の方向で∂からの1二 ■―トン・ステップによって置き換えら
れても,その高い精度を漸近的に維持する。この方法は,Tiemey‐ Kadaneの 1段階法として知
られている。簡単には,(い くらか精度を犠牲にしても)2段階目の最適化を行う必要はない.

Tiemey‐ Kadane法 に関しては,4つの欠点を指摘しておく必要がある.第 1に ,こ の方法は
計算したい特性値に対して繰り返さなければならない.したがって,も し20個のパラメ‐夕の
事後平均と分散を計算する場合には,41回の通常時間がかかる最適化を行わなければならな
い.第 2に ,こ の方法はθ(θ ly)の対数をとるので正の関数に限定される.しかし,こ の制約は
大きな定数をθ(θly)に加えるか,(常 に正である)積率母関数を用いてそれを微分することによ
つて回避することができる.第 3に ,こ の方法は,近似の精度を診断する方法がなぃ。第 4に ,

この方法の近似の質を改良する方法がない.事寒,た とえTiemey‐Kadane近似の精度が当面
の応用問題にとってはあまり良くないということを気付いていたとしても,全 く別の方法を考
えることができない。

まとめると,Tiemey‐ Kadane法 は少数の重要な積分を速 く近似する非常によい方法である。
しかし,10個以上の多数の積分を計算しなければならないような大きな問題に対しては,モ ン
テカルロ積分の方が好ましい方法である。

例 :ロ ジットモデル

KooP and POirier(1993)は ,1982年の社会調査を用いて 337人の雇用されている男性に対
して,i5つの職業カテゴリー間での選択が 3つ の特性に依存している多対ロジットモデルを考
えた。次の多対ロジット尤度が仮定される.

L(Jθ )∝ 二鳳鍔′

ここで,個人グが職業ノを選択するとレ″=1(そ の他の場合はクむ=0),そ して島 =PЮb(ク″=
1)である。2け は,次のように定式化される。

島=―響並盤L
呂eXp(イの)

こ́こで,2・・は個人グについての4× 1のデータベクトル(経験,教育,人種の3つの特性値と定
数項),そ して のは 4× 1のパラメータのベクトルである1つ.こ の尤度関数をフラットな事前分
布と結びつける.すなゎち:事後密度は尤度関数年比例する.目的はいくつかの特性を持つ個
人が職業につく確率を予測することである.言い換えれば,/を特性ルをもつ個人の指標とし
た場合に,ら を計算しようとした。これらの予測された確率は,ロ ジットパラメータ θの非線
形関数である.

最尤推定量に対してclosed f01111の 解は存在しないことはよく知られているので,最尤推定
値を計算するためには最適化プログラムが必要になる.さ らに,一般にこの尤度関数を含む積
分に対する解析的な解は存在しないことは容易に証明できる.

1つ aはゼロに正規化されてし
'る

.
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そこで,予測された確率の事後密度を評価するのに,Tierney‐ Kadaneの方法とその1段階法

(One‐ Step methods)の両方を用いている。前者の方法では,ロ ジット事後密度の対数(Tiemey‐

kad五五eの記号ではL)を最適化し,次にLtの その後の最適化に対する初期値としてこの最適

化の値を用いている.み
*は計算された各事後平均,すなわちE(島 ly)で異なるから,多 くの最

適値が必要になる.モ ンテカ′レロ積分の結果と比較すると,こ れらの両方の近似の精度はこの

例では非常によく,必要な計算は最小ですむ.

5。 モンテカルロ積分

数値解析の最も簡単な方法は,モ ンテカルロ・サンプリングに基づく方法である。モンテカ

ルロ積分は,ベイズ実証分析で多分最も広く用いられている手法である。計量経済学への導入

は,ほ とんどKloeck and van Dttk(1978)と Gewekё (1989)の研究を通じで行われている。

モンテカルロ・サンプリングは積分を直接に数値的に評価するか,あ るぃは数式を用いて解析

的に求めた解の代わりに妥当な標本空間における多数の点で構成される確率分布に依存してい

る.            _
この方法は,次のようないくつかの利点がある.それらは 1)高次元問題を扱うのに適してい

る,2)目標に近似する際の誤差のサイズをコントロールできる,3)プログラムが簡単である.

しかし,モ ンテカルロ法を用いた積分計算がコンピュータ時間の大半を占める場合が多い.

5.1 単純なモンテカルロ積分

単純なモンテカルロ積分は,も し%個の確率変数 (θち′=1,t..:π )を事後分布から抽出する

と                ´

θ*二場自g(θ `)→ E(Iθ)ly)π→∞       _

となるという事実に基づいている.こ の単純な定理に基づくコンピュータ・プログラムは非常

に簡単に書 くことができる.必要なことは,事後分布から繰 り返し乱数を抽出し,こ れらの乱

数それぞれに対して必要な統計量を計算し,その各統計量を抽出回数で平均することであるこ

近似の精度は%に依存し,ぞれをコントロールすることができる.%についての漸近理論を用

いると,数値的な精度の尺度を導くことができる.すなわち,弱い正則条件の下で,g*は漸近

的 に,平 均 E(θ(θ)ly)と 分散 σ*2ル の正規分布 に したが う.こ こでbσ
*2=E(σ

(θ)21y)

一[E(g(θ )|ク )]2でぁる.σ*2は

,12=糖〆(θう一θ*2

によって推定することができる.E(g(θ )ly)に対する95%信頼区間は,[σ
*-1.96s*/″

,θ
*

+1.96〃司 となる.こ こでs*/″砺を数値標準誤差(NSE)と 呼ぶ.漸近理論によれば,θ(θ)の

標準誤差のNSEに対する比は1/石 を意味する.したがつて,も し%=10;000な ら,漸近理論
からNSEはその関数の事後標準偏差の1%になることを意味する.

対称反復法

数値近似の効率を増加するために,モンテカルロ・サンプリングを僅かに変形するのが対称

反復法である。もし事後密度が近似的に対称であるなら,一定の精度を達成するのに必要な抽

出回数は,｀ Geweke(1988)の提案した対称加速法 (α%″滋沈 α
`σ

θ″πガο%)を使えばかなり減

らすことができる.こ の方法は確率分布のモーメント自身の数値評価に対する方法ではなく,

標準的なモンテカルロ・ サンプリングに加えられる方法である.こ の手法は次のようにペアに
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してサンプルを抽出する。モードの一方でのそれぞれの抽出と比例して,逆の方向で 1つ抽出
する.も っと正確には,も し事後分布のモードがμで グ番目の抽出が θJであつたとすると,対
称加速法は (グ+1)番目の抽出を 2μ一θJと する.Geweke(1988)に よれば」この方法は数値
的な精度を大きく増加させ,したがって,特に事後分布への漸近的な近似が正確ならばπを大
きく減少させることができる。このように対称反復法は,確率分布やそのモーメント自身の数
値評価に対する一つの方法ではなく,標準的なモンテカルロ・サンプリング図式に加えること
ができる方法である.対称反復法を導入するには,前述の基本プロセスに1ス テップを加え,

事後分布内の点が分布の平均の回りに公平に分布する様にする.正の分布から確率抽出された
後で,対称反復法は平均を通じて投影した直近の抽出のミラーイメージを作成する.こ のより
早い率で真の値、収束する数値近似によって数値近似の分散の減少は,サンプルサイズがかな
り大きくなると計算効率がかなり向上する.標準的なモンテカノンロ・サンプリングで適切な数
値精度を保証するのにπ=5000と %=10,o00が通常選択されるが,も しデータセットが T=
100のサンプノンサイズなら,.500と 100oの 間の対称確率抽出(250か ら500組)で,般に同じ程
度の数値精度が達成できる.対称反復での数値精度の正確な増加は

`関
数θ(θ)の非線形性の程

度に依存し,非線形性が増加するにつれて利点が減少する。
例 :単位根検定

時系列モデルでは,回帰パラメータの関数にしばしば注目する場合がある.例を用いて,D6‐
J9ng and whiteman(1991a,b)で 述べられているがイズ単位根検定の方法を考える。DeJong
and Whitemanは 次のモデルを使っている.

yι =島十βyι _1+&ク
`_2+島

yι _3+&′ +εt

ε
`は

平均がゼロで分散が♂の″ .正規,β=(昴,a,多,島,&)′,そ して非報知事前分布ズβ,〆)
∝σ-2が仮定されると,β に対する周辺事後密度は′分布に従う.したがって,β についての推
測は多変量′密度の性質を用いて極めて簡単に行える.しかしながら:DeJ6ng and Whiteman
はβ自体には関心がなく,自己回帰のdominite(支 配的)な根スに関心があるい は自己回帰
表現で絶対値での最大の根として定義される).DeJollg and whitemanは ズ4≧ 0。9751y)の よ
うな数値を計算した.残念ながら,こ れらの数値はβの高摩な非線形関数であり,したがって
解析的な結果は存在しない.しかし,ズβly)か らのサンプリングは簡単であるから,簡単なモ
ンテカルロ積分を用いることができる.

事実, ′事後分希は,1)β の最小2乗推定値である平均,2)最小2乗推定から得られる統計
量である分散,そ して3)自由度,すなわちr-1で決められる.これらの統計量はどんな計量
経済分析用のコンピュァタ・パッケこジからでも簡単に得ることができ,乱数は′事後密度か
らいくつかの方法で得ることができる。BRAPのようなプログラムでは,も し上の 1),2),3)
を与えれげ自動的に′密度から乱数を得ることができる。月Jの方法として,応用経済分析を行
う人は,(た とえば,GAUSSのような)ほ とんどのパッケージに組み込まれている正規乱数発
生機能を使って ′乱数を簡単に作成することができ,次に正規分布と′分布との関係を利用し
て ′密度に変換する.

′乱数の場合では,モ ンテカルロ積分は事後分布から乱数β
ゴを発生し,ス を計算する(1回

毎の抽出からスを計算する)「.4に関しての平均は
=は

|′)に収束し,0.975以上のガの割合は
ズ五≧0。9751ク)に収東する.

DeJong and whitemanは ,単位根の存在を証明するのにズ4≧ 0。9751y)の ような値を使って
いる.しかし,モ ンテカルロ積分は,自 己回帰モデルやベクトル自己回帰 (VAR)モデルでのそ
の他いろぃろな統計量を計算するのに使うことができる.も し事前分布が自然共役あるいはフ
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ラシトであれば,事後密度は多変量 りあるいは行列変量 ′になり,事後密度から乱数を抽出す

ることができる.VARに対するこの種のテクニックは,Doan(1988)と Koop(1992)を参照

すると良い:

5.2 インポータンス・ サンプリングを用いるモンテカルロ積分

乱数が事後分布から簡単に得られない場合は,イ ンポータンス・サンプリングを用いたモン

テカルロ積分が必要になる.単純なモンテカルロ積分は事後分布から直接乱数を抽出し,次に

抽出した数で単純平均をとる方法であるが,他方,イ ンポータンス・サンプリングを用いるモ

ンテカルロ積分は,イ ンポァタンス関数と呼ばれる代替密度から乱数を発生し,次にその抽出

された乱数のカロ重平均をとる方法である.

たとえば,事後密度の事後期待値を近似する場合を考える.

EK/1θ】y)=

正規化された尤度に事前密度を掛けた a乙(θ )ズ θ)を簡単にサンプルできる|た とえば,多変量
′密度やスプリット′のような密度10g(θ

)に よってラフな近似をすることができる (Geweke,
1989aを参照).こ こで g(θ)は cL(θ )π(θ)に近ければそれだけ近似がよい.他方,σ(θ)への近

似が悪ければ多くのウェイ,卜 はゼロに近くなり,僅かなθゴによって合計が変動し,不正確な近
似になる.

θ(θ)をインポ■タンス関数とし,それから簡単に乱数を発生することができる.θ
Jを σ(θ)か

らの乱数とし,ウ ェイト関数を
"J=ズ

θ̀)=θ
tty)ル

(θ
J)と する.非常に弱い条件の下でl"

♂=翠 二E傾列の ″→∞
Σ ωJ

を示すことができる。この定理は一見するとすべてのインポータンス関数に対して成り立つよ、

うに見える.しかしながら,現実にはもし適切なイン
‐
ポートタンス関数が選択されなければ,

%はかなり大きくなる.こ の選択に対する良い経験則は,イ ンポータンス関数を事後密度関数
に近似するか,少なくとも事後分布より裾を厚くとるべきであるということである。もし事後
分布の裾がインポータンス関数のそれよりも厚ければ,推定は非常に不安定である.それは,

インポータンス関数の裾のずっと端の方でサンプリングされたときを考えると分かる。 もし事
後分布の裾がイシポータンス関数のそれよりも厚かったら,こ のサンプリングに対する勧は
非常に大きくなり,したがって推定値に非常に大きなウエイトを与える.言い換えると,裾の
方での滅多にないサンプリングがコスθ)ly)の モンテカルロ推定値の動きを支配する傾向にな
る。

ベイズ分析で共通によく使われるのは,前述の ′インポータンス関数である. ′分布は 3つ
のパラメータをもっており,平均

`分
散,そ して自由度である.関数の最適化は比較的易 しい

ので,イ ンポァタンス関数のパラメータを選択するためには,事後分布の対数を最適化すれば
よい。ほとんどの最適化パッケ

=ジ
は自動的に事後モードを計算し,モードでのヘッセ行列を

計算する.イ ンポータンス関数の平均と分散は,それぞれ事後モードと対数事後分布のマイナ
スのヘッセ行列の逆行列に等しいと置く.ほ とんどの応用分析で,こ れはインポータンス関数

・0ス プリ

'ト

ー′密度は,非対称な場合に認められる以外は通常の′と同じである.定式上は,モ ードの一方で 、
の分散は反対側では異なる場合がある。          1

10基本的には,こ れらの条件はズののサポートがズay)のサポートをカバーしていることが必要である。
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の形状が事後分布のそれと似たものであることを保証する:自 由度のパラメータは,イ ンポー

タンス関数の裾が事後分布のそれよりも厚いことを保証するために,裾の動きをコントロール

するのに使うことができる.

ところで, ′分布が事後分布の十分な近似にならない場合には,解析的な方法かあるいは等
高線プロットのような数値的な道具のどちらかを用いて事後分布を注意深 く調べるしかな
ぃ2o。 しかし,多 くの応用研究では事後分布は近似的に正規であり,正規あるいはノィンポータ
ンス関数を用いると十分満足するものが得られる。さらに,対称加速法を使うことによって必
要なサンプルの数を減少させることもできる.

ひとたび1つのインポータンス関数が得られれば,その質を評価してモンテカルロ計算の実
行毎の推定値の安定性を調べるための最も単純なアドホ,ク な方法が必要になる。すなわち,

10,000個のサンプリングを行う2つのモンテカルロ計算を行うて,それらが非常に似た推定値
を得たなら,こ れがサンプリングの数が高次の数値的な精度を達成するのに十分である良い証
拠になる.同様に,事後分布に十分よく近似するインポータンス関数は,大体コンスタントに
なるウェイト効 になる.そ こで,ベィズ分析でインポータンス関数が適切であるかどうかは,

1)ウ エイトを調べる,2)こ れらの変動係数を計算する,3)こ れらのウェイトの分布のグラフ
をプロットする (Hop and van Dttk,1990),の いずれかを行う.

あるいはもづ1つの別の方法として,Geweke(1989)に よる漸近理論を用いたインポータン
ス関数の診断を行うことができる.前節で紹介したGewekeが用いた最も単純な診断法は,数
値標準誤差 (NSE)である.こ の場合 NSEめ推定値は,次式で与えられる.

もう1つの有望な数値は相対的数値有効性 (RNE)であり,Gewekeは 次式で推定した.

RNE=■等鵠纂纂学生

Var(g(θ)ly)は モンテカルロ法にょって通常は計算されるので,RNEは NSEを一度計算して
しまえば簡単に得ることができる。RNEの大挙い値が望ましい.すなわち,も しRNE=な ら,

インポータンス関数は事後分布から直接サンプリングして得た結果と同程度の精度を持つ結果
を得る.さ らに,NSEは (RNE*の

~12と
事後標準偏差の積である。したがぅて,RNE=o.1で

%=1,000と すると,数値標準誤差は事後標準誤差の10%に なる.

事後オッズの計算には,E(ズθ)ル)の形にはできない∫π(θ)L(θ lレ)"の計算が必要である.

しかし,Geweke(1989)は 次式になることを示した.                 |

すべての正規化定数は事後オッズを計算する場合には含める必要がある.あ るいは,少なくと
も分析の最後で再び加える必要がある.すなわち,∫ ズθ)“ =1,∫ ′(酬y)“ =1,そ して∫g(θ)“
=1が必ず保証される.

2の たとぇば van den Broeck,KoOp,Osiewalski and Steel(1992).の 研究では,事後分布の詳しい分析によっ

ω
″「ろＨ

ｌ

一
％

豊“グ
θιθル

てガンマ・ インポTタ ンス関数が適切であることが示されている.
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インポータンス・ サンプリングの計算

インポータンス ,サ ンプリングは,ガウス型尤度関数を持つが共役でない報知事前分布をも

つ共通の回帰モデルを分析するのに有効な方法である.そ こで,事後密度は非正則で,そ こか

ら確率抽出が困難か不可能である。インポータンス ●サンプリングの計算アルゴリズムは,ま
とめると次の通りである.ズθly)を クが与えられたときの条件付き確率密度関数としたとき,

も°しズθ)か ら確率変数を簡単に発生することができるなら,ズθ)=∫ /1θ l′),(θ)認 を求めるた
めに

1.沙 (θ)か ら互いに独立なπ個の標本蜘,… ,y″ を発生させ
2.ズあ=物Ё絶1ズθlレ′)を計算する

ん(θ)か らの標本を発生させるには,ズあ の代わりにズθlyJ)か らのを発生させる。しかし,メθ)

から標本を発生させることが難しい場合に,は ,こ の方法は適用できないので Geweke(1989)は

ズθ)に近い,標本を発生させやすいインポータンス分布と呼ばれる分布 g(θ )を用いて

(1)θ (θ)か ら互いに独立な%個の標本クr,… ,y務 を発生させ

(2)a=Σ 絶lωノ(θ lyす)/Σ準l ωJ,ωJ=ズ″)ん(″)を計算する

とすると,θ(θ)のサポ‐卜がズθ)のサポートを含むとき,確率1で aが ズぅに収東する
ことを証明した.λ(θ)か らの標本を発生させるには(2)の代わりに

υ)'/(θ lグ )か らaを発生させる (′=1,…,%)    '
(3)(a,¨。,ら)に確率 (ω l,・

:。

,ω″)を与えて,標本 (″ ,… ,″)を発生させる

とすればよい。Smith and Gelfand(1992)は これを重み付ブ早トストラップと呼び,物が大き
くなるに従って力(θ)か ら発生される確率標本に対する近似がよくなることを証明した.

インポータンス密度の選択は,数値近似と計算効率の両方で重要である. 2つの密度が似て
いれば,それだけ数値近似がよくなる.ィ ンポータンス密度の選択で最も重要な点は,イ ンポ
ータンス密度の裾のカバンッジが少なくとも真の事後分布の裾のカバレッジに等しいか,そ う
でなければ少しだけ大きいことを保証することである。すなわち,イ ンポ∵タンス密度はθの

事後密度よりはいくらか裾が厚い.こ れにようて,事後密度の裾の方では標本をとりすぎるこ

とにな
´
るが,こ れらの観測値はインポータンス・ウェイ ト関数 バ θ)に ようて小さくウェィ ト付

けされる.も し裾が非常に薄ければ裾のヵバレッジが不適切であり,こ れらの観測値に過剰に
ウェイ トを与え,数値サンプリングをおこなう時に標本空間の全領域を完全に覆えない(Gewe‐

ke,1989a).

′そのために,通常適切なヵバンッジを保証するためにスケールアップした分散・共分散行列
のインポータンス密度を用いる (Tamer,1996,p.56):た とえばぅ π個の観測値と力個の外生
変数のある単上方程式回帰宅デノンク=却 +ε,メ%《0,♂のを仮定し,こ こでθ■(β,♂)に対
する事前分布はあ(β)た に比例する。すると,回帰係数βには報知事前情報を,そ してスケール
パラメータには標準的な散漫な事前分布をもつ.デ■夕の尤度は標準多変量正規分布であり,

λ(β)が一定なら事後分布もθ=(β,♂)に対して多変量正規―逆ガンマ型であるような標準的な
形になる(Zellner,1971).し かし,多 くの経済分析べの応用の場合では,λ(β)は βの標本空間
を越えて一定であることは滅多にない.経済理論によってある点で切断されるかもしれないし,

正の値だけしかとらないかも知れない。また,以前に行われた研究から得られた知識によって

特別な情報を持つこともある.多 くの場合,イ ンポータンス・サンプリングはβあるいはθ(β)

の事後分布を調べるために用いる最適な方法である.データの尤度関数は,事前分布の形によ

)
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って尤度関数や事後分布が (事前分布のサポー トがある標本空間の区域内で)極端に異なるも

のではないと仮定すると,し ばしばインポータンス密度は自然に選択される.(β ,σ)について

の確率抽出は簡単に行うことができ,したがらて事前分布は評価することができ,前述の全ス

テップで完全な分析ができる.｀

計算ソフトウェア問題     、

インポータンス・サンプリングを用いたモンテカルロ積分を行ういくつかのパッケージプロ

グラムがある.た と
―
えば,BRAPは正規あるいはノインポ

=タ
ンス関数を用いてモンテカルロ

積分を行うプログラムである。多分現在利用可能な最も手の込んだモンテカルロ積分パ

'ケ

ー
ジは,Hop and van Dijk(1990)に よって開発されたものであり, 2つ のアルゴリズムでプロ
グラムした SISAMと MIXINである.SISAMは ,ノ インポータンス関数を用いたモンテカル
ロ積分を行う.他方,MIXINは もうと複雑な混合積分を用いて,モ ンテヵルロと数値積分の両
方を結合して歪んでいる可能性のある密度を含む積分の正確な評価を行う.両方のサブルーテ

ィンを使うと,広範囲のインポァタンス関数の診断ができる:BRAPのモンテカルロ積分の機
能を利用するのには FOrtranが必要である.Fbrtranと NAGサブルーティン・ライブラリーが
SIsAMと MIXINを利用するのに必要である.

しかし通常はGAUSS,S‐ Plusや FOrtranぅ あるいはどれか共通のプログラム言語を用いて特
定目的のプログラムを開発する場合が多い.こ のとき必要なのは,サンプリング毎に事後分布
を評価するサブル■ティンである.すなわち,イ ンポータンス関数から標本を抽出し,そのサ
ンプリングa)でのインポータンス関数を評価するサブル

=テ
インと,すべての機能を含んだメ

インプログラムの部分は各サンプリングで評価し,適切にウエイト付けする。インポータンス
関数に対するパラメータ値を得るために,事後分布を最初に最適化する必要がある場合もある.

この場合では,GAUSSの ようなパッケ‐ジは最適化サブルニティンをもっており,ユーザーは
すでに最適化する関数に関してはプログラムしている.                キ

受容/棄却法

インポニタンス・サンプリングで,(θ)か ら標本を発生させにくい場合には,次のような受容/

棄却法 (A‐ Ri 4σ6ψ滋%“‐R″″cttπ 動物 )が用いられる:目的とする密度π(″)=ズ″)κ
から標本を発生するとし,こ こで

“

∈飢ご,夕(″)は正規化されていない密度であり,Kは (未知
の)正規化定数である.g(χ)をある既知の方法でシミュレー トできる密度とし,すべてのαに

対してπ(″)≦ ″(″)であるようなεが存在するとすると,″(・ )か ら確率変数を得るには

(1)か ら確率標本の候補2を発生させる.

(2)(0,1)区間上の一様分布 %01)から乱数%を発生させる.

(3)%<π(z漱頑0な らばzを確率標本として受容し,そ うでなければ棄却して(1)に 戻る。
(4)(3)で得られた2を用いてズθlz)か ら確率標本 θホを発生させる。

とするc(1)か ら0)の ステップで受容されたzの値はπ(0)か らの変量になることが証明されてい
る (Ripley,1987).こ の方法が有効であるためには, εを十分注意して選ぶ必要がある.こ の
方法はズ0)の ズ0)に対する近似がよくなければ受容率が低くなり,効率の悪い乱数発生法にな
る.

SIR:Sampling/1mportance Remmpung法

もう■つ公表されているデァタを用ぃて統計的推測を簡単に行うために,欠測値を埋める方
法としてRubin(1987)は 助π″機グカのら物%“ R“″夕′れr(SIR)法を提案している.まず

2⇒ ηの計算で,σ (θ)あるいはズαy)は,任意のスケールファクターを掛けても結果に影響を与えない.しか
し,正規化定数け事後オッズ解析に重要であるので,事後オッズを計算するとき注意しなければいけない.
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g(Zly)か ら目標とする物個の乱数よりもずつと多い雛ゝ の乱数を発生させる.ウ ェイトに従っ

てリサンプリングし,目的の勿個の乱数を得る方法である.未知の母数をθとし,観測される

データをy`観測されない観測値をZと して,事後分布ズZly)か ら欠測値Zを発生させる方法
である.ま ず,事後分布沙(θ,Zly)に対してよく近似しており,標本を発生させやすい密度関数

′(θ,ZIク )=g(θ l″ )ズ Zlθ,υ )

を選ぶ.θ(θ ly)と ,(Zlθ ,y)は それぞれズθly)と ズZlθ,y)を近似した確率標本を発生しやすい

密度関数である.そ して

(1)θ (θ ,ZIク )か ら″個の標本 (a,zj),(′=1,2,."〃)を発生する.

(2)ウ ェイト焼 を次のように求める.

均=れ 矧ぷ   万=Lな二″

(3)(る,約,""初 )の中 か ら 写(<め 個 の Zを 確 率 ズ Z手 が
三

笏 /Σにlω:で発 生 させ る .

場 の分布が非常にゆがんでいる場合はSIRに よる近似はきわめて悪いので,θ の取 り方に注

意する必要がある.

例 :ロ ジットモデル (続 き)

再び Koop and Poirier(1993)の ロジット千デルの例に戻ると,ロ ジットモデルに対する事

後密度から直接にサンプリングするのは簡単ではない.結果的に,ベイズ分析で E(島ly)の よ

うな数量を,解析的あるいは単純なモンテヵルロ積分を用いて計算することはできない.こ の

場合は,イ ンポ∵タンスサンプリングを用いたモンテカルロ積分が必要であり,こ の方法を簡
単に導入することができる.

弱い条件の下で,ロ ジット尤度関数はパラメァタに関して凹である.少なくともKoop ind
Poirier(1993)で用いられたデータセットに対して, ′インポータンス関数は事後密度に極め
てうまく近似できる.上記の論文では,最初に口.ジ ット事後分布の対数を最適化し,結果とし
て得た事後モードとマイナスのヘッセ行列の逆行列をインポータンス関数の平均と分散として
用いている.自由度のパラメータの様々な値に対して実験し, 5つの値を選択すると,それは
正規分布の裾よりもかなり厚いことを示している.次に,パラメータや島 の事後平均や事後分
散のような様々な統計量を計算している.

これらの不テップを遂行するのに必要なコンピュータプログラムは,非常に単純である.最
初のステップでは,ロ ジット事後密度の対数が最適化され,最適値とヘッセ行列が計算される。
もし事前密度がフラ

'卜

なら,こ のステップはMLEの計算とその分散の推定と同じである.こ
の最初のステップは,ィ ンポータンス関数のパラメータを与える。 2番目のステップは,ィ ン
ポータンス関数からサンプリングし,島 のような特性値を各サンプリング毎に計算する.次に,

そのサンプリングを以前にg*に対して与えた単純な公式を用いて平均する.

5。3 Poly‐ ′
´
密度                             ヽ

ベイジアン計量経済学における計算手法を説明する場合に,,olソ ′密度についても多少ふれ
る必要があるだろう.Poly′ 密度は′カーネル (密度のカーネルは積分定数を無視した密度で
ある)の積あるいは比であり,ベイジアン計量経済分析,特に同時方程式モデルあるいは操作
変数モデルでは頻繁に生じる.線形回帰モデルでは,そのような密度は異分散が存在する場合
に生じる:こ れらはしばしば解析的なモーメントをもたないので,数値手法が通常必要とされ
る.こ の方法をpoly′ 事後密度の性質を評価するのに用いることができるけれども,Bayesian
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Regression Package(BRP)と して知られている特別なプログラムも利用できる(Ridhard and

Tompa,1980参照).こ のプログラムを詳細に記述することはしない.Poly′ 密度で研究しよ

う.と する有効な数値積分法はないことを注意すれば十分であるe             ‐

6. マルコフ連鎖モンテカルロ法             .

マルコフ連鎖モンテカルロ法 0%滋ου物 勿M餞厖α列♭:MCMC)は,実際的な統計モデ
ルの作成にとって大きな展望をもたらした.最近まで,多 くの応用問題における分析対象の複

雑性と構造を
=確

に認識する困難性とから,そのための特別の方法と特定分析目的のソフトウ
ェアが必要であった.現在では,MCMC法を利用することによつて,多 くの複雑な問題を汎用

的なソフトウェアを用いて分析することができる統一的な環境が整えられつつある。
MCMCは基本的には,マルコプ連鎖を用いたモンテカルロ積分である.ベイズ分析では,場

合によっては古典的な分析でさえも,モデルのパラメータについて推測や予測を行うために,

かなり高次元の確率分布を積分する必要がある。ベイズ的な方法では,データ所与のもとでの
パラメータの事後分布を積分する必要があり,古典的方法はパラメータの値が与えられたもと

での観測値の分布を積分する必要がある.モ ンテカルロ積分 |ま必要な分布から標本を抽出し,

期待値に近似するために標本平均を計算する.マルコフ連鎖モンテカルロ法は,こ れらの標本
を長期間に巧妙に作られたマルコフ連鎖を作動させることによって抽出する.こ れらの連鎖を

作成する方法は多数あるが,Gibbsサ ンプラーを含むこれらの方法はすべて,MёtrOp01is et aL

(1953)と Hasting(1970)の ァ般的な枠組みの中の特別なクラスになる.

1990年代はベイズ的な方法を応用する優れた実証経済分析が表れ始めた年代である。これら
の応用のほとんどは事後分布をシミュレートするのに,マノンコフ連鎖モンテカルロ法を用いて
いる。シミュレーション・アルゴリズムは,そ の基本的な形において非常に簡単であるので,

多くのベイズ型応用研究ではだんだん標準的な方法になりっつある。さらに,こ の方法には長
い歴史があり,基本的な理論は確立されている。もともとは統計物理の分野で始められ,空間
統計学やイメージ解析の分野で長いこと使用されていたが,最近数年の間にMCMC法 はベイ
ズ統計学に大きな影響を与え,古典的な統計分析の分野でもいくつかの応用が見られる.最近
の研究では多くの応用,手法の豊富さ,そ して理論的な精緻さにおいてかなりの成果が加えら
れた。

基本的には2種類のMCMC法がある.ギ プス・サンプラー (⑫ゐ助″ ″γ)は,完全な条
件付き分布ズ01の≠:,y),グ =1,.."ル の集合から順々に標本をとり,かなり緩い条件の下でその
安定分布として結合事後分布ズθly)を もつマルコフ連鎖を生成する.こ のアルゴリズムは
Geman and Geman(1984)に よって名付けられ

`Gelfand and Smith(1990)は
広範囲のベイ

ズ推定問題に適用できることを示した.最近の優れた入門的な解説はCasella and Gё orge

(1992)を参照するとよい.

もう一つの方法は,完全な条件付き分布からシミュレートするのが難しい時に適用される.

この場合,別々の異なるマルコフ連鎖をシミュレートする代わりに,あ る別の安定分布を持っ
ているが,それを修正してその安定分布としての事後分布を持つ新しいマルコフ連鎖が生成で
きるようにする|これはメトロポリス…ヘイスティング・アルゴリズム 0わゅ ο施‐月躊″%邸
4な力磁%)に よって達成される.以前に定めた各パラメニタに対する候補分布から標本をと
り,その後受容・棄却ステップを用いる.重要な特徴はこの方法は標本をとる連鎖で正規化され
ていない事後密度ズθly)=L(ク lθ)π (θ)しか含まないということである.よ く知られた参考文献
は,Metrё polis et al。 (1953)と Hastings(1970)で ある。それにChib and Greenberg(1995b)

には,優れた入門的な解説がある.
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本章では最初に,重要な導入部分であるベイズ推定についてまヽとめた後にマルコフ連鎖につ

いて Chib and Greenberg(1995b)に沿って述べる
`次

に,Metropolis‐ Hastingsア ルゴリズム

で与えられるMCMCの一般型を説明した後,ギプス・サンプラーがその特別の場合であること

を述べる.応用計量分析でよく用いられているギブス・ サンプラーについて述べ,そ の計算方

法と収東判断の方法について簡単にまとめる。最後に,データ拡大アルゴリズムについて述べ

ることにする.

マルコフ連鎖モンテカルロ法に関してぅいろいろな面から取 り上げた本が最近出版されてい

る.た とえば,Carlin,BI P.and Louis,To A。 (1996)で はデニタ解析の観点からベイズ法と経

験ベイズ法がまとめられており,Gilks,Richardson,and Spiegelhalter(1996)は 25編の興味

ある論文が基礎から応用まで網羅されている,それにGamerman(1997)にマルコフ連鎖モン

テカルロに属する方法が詳細にまとめて述べられている。Kass,et al(1997)に は,こ の問題

に関する興味あるいろいろな示唆が述べられている.日本語で書かれた文献は少ないが,大森

(1996)に はマルコフ連鎖モンテカルロ法の紹介とその収東診断基準が要領よくまとめられてい

る.伊庭 (1997)に は統計学の応用が参考になり,繁桝 (1995)の本の付録にこの方法の説明

がある.

6.1 ベイズ推定

現在でのMCMC法のほとんどの応用はベイズ推定を行うために始まった.ベイズ分析での

観点では,統計モデルの観測可能な変数とパラメータに間には何の基本的な差異はなく,すべ

て確率変数と考えられている.ク を観測データ,θ はモデルパラメータと欠測データを表す.推

測の段階では,すべての確率変量に関して事前分布ズθ)と 尤度Цylθ)の 2つの部分からなる

同時分布夕(ク ,θ)をセットアップする.ズθ)と L(ylθ )が決まれば,次の確率モデルし″夕御bα‐

み′″″%θ滋′)が得られる。

ズy,θ)=ι(ク lθ )ズθ)

データクを観測すると,ベイズの定理を用いてyの条件のもとでのθの分布を決定する.

刺 の=

これはθの事後分布と呼ばれ,すべてのベイズ推定の目的である.

事後分布のすべての特性値,モーメント,四分位慎
`最

高事後密度区域等が,ベイズ推定に
とって重要である.これらの統計量はθの関数の分布全体ではなく,事後期待値によって表す
ことができる.関数/(θ)の事後期待値は

馴ズ例州 =

で得られる。この式の積分は最近まで,特に高次元の場合にはベイズ推定における実際的な困
難のほとんどの原因であった.ほ とんどの応用分析では,E[ズθly)]の解析的な評価は不可能で
ある。

期待値の計算                ′

″は力個の要素からなる確率変数ベクトルで分(・ )の分布をもつ
`ベ

イズ的な応用分析では,

″はモデルパラメータと欠測データからなり,古典的な応用分析ではデータあるいはランダム

効果である.ベイジアンではπ(0)は事後分布になり,古典派では尤度になる.どちらも,目的
はある関数 /(・ )の期待値を計算することである
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馴ズ瑚 =

ここで″の分布は正規化定数まで既知である可能性を認めることにする.た とえば,ベイジア
シ推定では,(θly)∝ 沙(θ)L(ylθ )は知ちているが,正規化定数∫沙(θ)Ц ylθ)認 を簡単に評価す
ることができない.

モンテカルロ積分

モンテカルロ積分は,日標とする密度分(・ )か ら標本 {″ t,′ =1,.."場 を抽出することによって

E[/1″ )]を評価し,次に

E[/(″ )]～場自/(み )

で近似する。/(″)の母集団平均は標本平均によって推定される。標本 {″t}が独立なら,大数の

法則によって近似は標本サイズ %を増やすだけ正確になる.こ こで%は分析者がコントロール

することができ,固定されたデータサンプルのサイズではない。

一般に,π (・ )は標準的ではないので,標本 {″ι}は π(。 )か ら独立に抽出されることはない:し
かし,(″ι}は必ずしも独立である必要ではない.{″

`}は
任意のプロセスによって生成することが

できる.大胆に言えば,π(0)のサポートを通じて正しい割合で標本を取ればよい.こ れを行う
―つの方法は,安定分布 として π(・ )を もつマルコフ連鎖によって行う.こ れがマルコフ連鎖モ

ンテカルロである.

6.2 マルコフ連鎖

各時間′≧0で一連の確率変数 {助,鉤,助 ,… }を生成すると仮定すると,次の状態″
`+1は

連鎖
の現在の状態″ιにのみ依存する分布 Pl″ι+1:″

`)か
らとられる.こ れは,″

`所
与のもとでの次

の状態χ
`+1は

,過去の連鎖 {助,鉤 ,.."″ォ_1}に はこれ以上依存しない.こ の系列をマルコフ連鎖
と呼び,P(・ ,0)は連鎖の推移核と呼ぶ.連鎖は時間同時性,すなわちP(1,・ )は

'に

依存しな
いと仮定する.一般的には遷移核 P(″,4)は条件付き分布関数で,″ から集合4内の一点へ移
動する確率を表している.分布関数であるから,P(″,"つ =1で ,こ こで連鎖は点″から″べ移
動する場合もある,すなわちPl″,{″})は必ずしもゼロにならない.

初期状態蒟がどのようにχιに影響を与えるのかを見るために,助 所与のもとでの助の分布
をP(オ〈れ,助)と 表す.こ こで中間の値{島,&,… ,″

`_1}は
与えられていないので,島 は直接助

に依存する.正則条件のもとで;連鎖は徐々にその初期状態を忘れ,P(ι〈・,助)は究極的には一
意な安定分布 (あ るいは不変分布)に収束し,｀ これは′あるいは助 に依存しない.当面,安定
分布をφ(:)と 表す.す ると,′ を増やすにつれ,標本点 {″サ}は φ(,)か らの相関のある標本のよ
うに増カロしているように見える.

連続状態空間に対するマル|フ連鎖理論の方法は,遷移核ズ
",4)か

ら出発する。遷移核は
条件付き分布関数で,″ から集合4内の一点へ移動する確率を表している.分布関数であるか
らP(″,4)で,こ こで連鎖は点″から″へ移動する場合もある,すなわちズ

“
,{"})は必ずし

もゼロにならない.

マルコフ連鎖理論の主要な問題は,安定分布 π*が存在する条件 と遷移核のイタレーション

が安定分布へ収東する条件を決めることである.安定分布は,次め条件を満足する.

バ″)=/P(″,力)荻→″
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問題 は適切 な P(″,力)を見付 けることである.関数 夕(“ ,y)に対 して遷移核 は次の ように表 さ

れる.        ,

P(″,力)=ズ″,y)″ +γ(χ)Ⅸ力)

ここで,も し″∈力 なら,(″,→皇0,み(力)=1,そ の他はゼロである.そ してγ(″)=1-∫mdP(″ ,

y)力 は連鎖が″にとどまる確率である.γ (″)≠0の可能性から,yに関してズ″ル)の積分が必

ずしも1にならないことは明らかである.

さて,関数メ″,y)が反転条件 (あ るいは詳細均衡)

π(″ )ズ″,び)=π(y)メ y,″)              (3)

を満たせば,π (・ )は P(″ ,0)の不変密度になる.

6.3 Metropolis‐ Hastingsア ルゴリズム

メトロポリス・ヘイステイング・アルゴリズムは,標準的でない分布 π*(1)か らサンプルする

のに用いることができる強力なMCMC法である.アルゴリズムから一連の抽出を行う方法は,

その安定分布 φ(。 )が関心ある分布 π(0)であるようなヤルコフ連鎖を生成する方法を見つける

必要があるが,こ のようなマルコフ連鎖を生成するのは非常にやさしい.以下で,そ の形を

Hatings(1970)に したがって述べる.こ れは Metropolis et al。 (1953)に よって最初に提案さ

れた方法の一般化である.

前述の受容/棄却法と同様に,い くつかの候補を生成できる密度があると仮定する.マルコフ

連鎖を用いていることから,密度がプロセスの現在の状態に依存することを認める.したがっ

て,候補生成密度 (ω%蒻滋″多%″蒻客 滋減 り あるいは夕η″滋′αθ宿の)は ,("jク)と 表さ

れ,こ こで∫,(χ,y)力 =1である.こ の密度はプロセスが″点にあるとき,密度はクをσ(″,y)

から生成されることを意味している.も し,(■,y)自身が反転条件を満たせば探索は終了する

が,ほ とんどそういうことはない.た とえば,あ る
“
,ク について

″(″ )を(″,y)>π (y)σ (ク,″)             (4)

となる場合がある.こ の場合:大ざっぱには,プロセスは
“
からyへ頻繁に移動し,yか らχ

へは滅多に動かない.こ の状態を修正する簡単な方法は,移動が起こる確率ズ″,′)<1を導入

することによって″からyへ移動する数を減らす.こ こでズχ,y)を移動確率と呼ぶ.移動が起

こらなければ,プロセスは再び″を目的分布からの値として戻す.そ こで″からク(y≠″)ヘ

の移行は

九H(″ ,y)=α (″,y)ズ″ル), ″≠ク  ‐

に従って起こる。ここでズ″,y)も 決められる.

再び不等式(4)を考えると,これはyから″へはそれほど起こらないことを表している.し

たがって,ズ
",y)を

できるだけ大きくするようにし,こ れは確率であるから上限は1になる.

しかし,現在は移動確率ズ″,y)は 九H(″ ;y)が反転条件を満足するように決められる.そのと

き次のようになるためである.

π(")α (″,y)ズ″,y)=π (ク )α(y,″)ズy,″ )

=π (ク ),(ク ,″)              、

ここからズ″,y)=π(y)ク (y,“ )ル(″)α (χ,y)であることが分かる。もちろん不等号が逆の時は

α(■,y)=1である。確率ズ″,y)と ズy,χ)は前の不等式の両辺をバランスするように,言い換
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えると九H(″,″)が反転条件を満足することを保証するなめに決められる.そ こで,九H(″,y)が
反転可能であるためには,移動確率は次のように決められる。

雄J守れ[ 」。中渤刈■き 0
その他

M‐H連鎖に対する遷移核の定義を行うために,プロセスが″にとどまるゼロでない確率を考え
る.先に定義したように,こ の確率は

となる。したがって,九H(1,力 )と 表される M‐H連鎖の遷移核は

PMH(″ ,4の =σ (″,y漱″,y)あ十[1-4σ (″,y)ズχ,y)ヵ]Ⅸ″)

で与えられる.

MetrOpolis‐Hastingアルゴリズムでは,各期 ′で次の状態″ォ年1は提案された分布 P(・ ,″ι)か
ら候補点 yを最初に抽出する.提案された分布は現在の点″rに依存していても良い:た とえば,

P(0,″ι)は多変量正規分布で,平均が″,一定の共分散行列でぁる場合もある.il■補点クは,次
の確率 ズχι,y)で受容されるc最後のサンプルでχの値を得たとすると,次の値は候補生成密
度,(″,y)からクをサンプノンすることによらて生成される。このようにして得られたクは,確率
ズ″,y)で受容されるc候補点が受容されると,次の然態は″ι.1=yと なぅ.確率 1-″ (″,y)で
候補が棄却されると,連鎖は動かずサンプルした値は現在の値″′十二=″

`と
なる。

このマルコフ連鎖の状態遷移を決める移動確率は,反転条件を満たしていてマルコフ連鎖は
時間に可逆 (″υ徽瘍力)でぁる.こ のことから

ル(″r)σ (″
`1,″

ι光ル̀
=π

(″
`+D

が言え,π(″)は このマルコラ連鎖の定常分布
'こ

なる.

もしメ0)～ π(″)な ら,こ の式より各 ″(ι ),′ ≧1も π(″)に従うことになるが,″ (0を そのよう
に選ぶことはできない.実際には,十分に長い,た とえげ%回のイタンーションの後,点 ″(″ +り

,

¨
"″

。)ま
で発生させ,最初の物個のサンプルを捨ててマルコフ連鎖からの結果を用いを,期待

値 E[/(″ )]を推定する.こ こで″は分布 φ(0)を もつ:初期のサンプルを捨てることは“bum‐in"
と呼ばれる.こ のもum塙 標本は通常計算から除外され,次の推定量を得る.

「
=ザ場′鼻1んの        (6)

これはエルゴー ト的平均と呼ばれる.求める分布への収東は,エルゴこ ド定理により保証され
る.一般にマルコフ連鎖が prOユrな定常分布を持ち,既約 (irreducible)で 非周期的 (aperiodic)
なら,定常分布は一意で,′ → ∞ の時の力(ι)の極限分布が π(″)に収東する。
いくPかの重要な点がある.第 1に,ズ″,y)に計算には″(・ )の正規化定数の知識を必要とし

ない.第 2に,も し候補生成密度が対称なら,すなわちσ(″,y)=c(y,α )な ら,受容確率は
π(y)ル (″)に縮小し,これはMさtrop01is et al。 (1953)の本来の公式である.最後に,Gibbsサ

γ(″)=i-4α←,y)ズ″,y)″
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シプラーはMHアルゴリズムの特別な場合であることが示すことができる (Chib and Green‐

berg,1995b).

6.4 Gibbsサ ンプリング法  |
5章で述べた手法は,様々な計量経済モデルを分析することができるが,多 くの場合事後密

度から直接サンプリングしたり,あ るいは良いインポータンス関数を見つけるのが不可能な場

合があり,その場合は上で述べたモンテカルロ法を直接適用することができない.単純なモン

テカルロ積分を事後密度からサンプリングし,こ れらのサンプルから事後密度の任意の特性値

の期待値が計算できることを前に述べた。Gibbsサ ンプリング法は事後分布からのサンプリン

グに収束する乱数を生成するので,こ の性質のためにこの方法がよく使われるようになった.

これらの乱数から,モ ンテカルロ積分が利用できない場合における事後密度の特性値を簡単に

計算することができる22b.単一要素だけからなる Metropolis‐Hastingsの 特別な場合が Gibbs

サンプリングである。Gibbsサ ンプリングはその名称をGeman and Geman(1984)に よって

与えられ,格子状の Gibbs分布を解析するのに用いられたが,その応用可能性はGibbs分布に

限られない.そ こで Gibbsサ ンプリングは実際は誤解しやすい.同 じ方法はすでに統計物理の

分野で使われており,そ こではheat bath algorithmと して知られている.言うまでもなく,

Geman and Geman(1984)の 仕事はGelfand and Smith(1990)と Gelfand et al.(1990)の 研

究を通じてMCMCの統計学の主要な分析道具への道を拓いた。今日まで,MCMCの ほとんど

の統計的な応用はGibbsサ ンプリングが用いられている.

最近,応用計量経済分析を行う人々の間に Gibbsサ ンプリング法に対する関心が生じてき

た.ギプス法は,次のような分野の分析に用いられている.多項目反応データ(Albert and Chib,

1993a);ト ービットモデル (Chib,1992);多 対プロビットモデル (McCulloch and Rossi,

1994);ARMA(夕 ,7)誤差を持つ回帰モデル (Chib,1993;Chib and Greenberg,1992);マルコ

フスウィッチング・モデル (Albert and Chib,1993b;McCulloch and Tsay,1994a);ス トカス

ティック 0フ ロンティア 0モ デル (Broeこヽ Koop,Osiewalski and Steel,1994);ス トカステ

ィック・ボラティリティ0モ デル (JaCquier,P01SOn and Rossi,1993);多重変化点モデル (Chib,

1998),そ して非共役事前分布をもつ時系列モデル (Geweke,1992a)で ある.こ の分野での最

近の研究の発展から判断すると,ギプス法は応用ベイズ計量経済分析には重要な手法になって

いることが分かる.

Gibbsサ ンプリング法の主要な仮定は,た とえ同時分布からサンプリングするのが難しくと

も,い くつかの条件付分布からは簡単にサンプリングできることである.た とえば,ス とBが

確率変数であるとし,ズ4,3)からサンプリングしたい.た とえズ4,3)か ら直接にサンプル

をとることができなくでも,メ41B)と ズB14)か らサンプリングできれば,Gibbsサ ンプリン

グを使ってズ4,3)か ら極めて簡単にサンプリングができる。特に,条件付分布から次々とサ
ンプルをとることによつて,同時密度からの標本に収東することができる.条件なしの密度か

らよりも,条件付密度からサンプリングする方がずうと簡単であるから,ギプス,サ ンプラー

は様々な計量経済学上の問題に対して役に立つことを示した。 '

もっと正確には,θ を (α,… ,a)の ように分解されるパラメータ・ベクトルとする.ギプス・

サンプラニが役に立つためには,ノ=1,.."″ に対してズ硼α,… ,の・ 1,0+1"。 `,a)か ら簡単にサ

ンプリングできるような分割を選ばなければならない.Gibbsサ ンプリングは,各サンプルが他

の密度からの以前のサンプルについての条件付きである密度から連続 してサンプリングを行

22b Gibbsサ ンプリングはこのような場合に適しているが,他の似たような方法も存在する。関心がある人は,

Tierney(1991),Tarmer(1991),Gibbsサ ンプリングと関連手法に対する議論は,Tanner and Wong(1987)
あるいはGelfand and Smith(1990)を 参照すると良い。
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う.すなわち,α をノ=1,… ,■,グ =1,… ,sに対するズ硼,… ,(震 1,o年1,… ,α
-1)か らのサンプル

とし,こ こでθOは任意の初期値である.ル はステップ数(抽出される条件付密度の数)を示し,

Sはパスの数を示す.も しθゴを,番目のパス,θ
J=(〆

,.."″)′,で とられた1組のサンプルと
すると,弱い条件の下でθ̀は ズθ)か らのサンプルに収東する。さらに,次を示すこともできる.

ここで例示のために,2変量の場合を考える.初期値θ°=(a10,α)を与えると,ギプス・サン
プラーは1つのサンプルαをズ硼a2°)か らとり,1つのサンィルのをズalall)か らとりぅ1つ
のサンプルをメalα )か らとり:等々と繰り返す.何回かのパスの後,こ の方法によってズα,

のから連続してサィプルをとり:E(ク (θ))自身とズ0)を計算するのに使うことができる。
一般的には,π(θ),θ∈S⊆rを (正規化されていない)目標密度とする。θをα,0,.."ぬ

に何らかの分解し,力番目のプロックの完全条件付き密度をπ(a「α;.."a_1,a+l"."の と表
す:すると,Gibbsサ ンプリング・アルゴリズムは次の繰り返しによって定義される.

1.初期値 θO=(冽°
,¨ "″

))を
与え,グ=0と おく

2。 次のようにシミユレー トする

冽J+⇒ を π(alあつ
,関

の
,… ,めめ)か ら

め'+り を π(alall′
+1),a31の

,… ,のっ)か ら

冽J+り を π(al冴・ り
,OJ+D,… ,研

ゴ
),… ,めの

)か ら

″十り を π(al研 1+り,ぁ
J+り

,… ,ぁ聟りから

3。 グ=グ+1と おぃでステップ2に戻る

このアルゴリズムはマルコフ連鎖の次の項 θ〈ゴ+1)を各完全条件付き密度をシミュレートするこ
とによって与え,こ こで条件付きの要素は一つのサイタル中に改訂される.

次に,Gibbsサ ンプリングを実行する際に生じるいくっかの問題に移ろう.最初に,ブロック
を計画するときに高い相関がある要素は一緒にまとめるべきである.そ うしないと,マルコフ
連鎖はゆっくりとしか減衰しない自己相関を示す傾向があり,日標密度へゆっくりと収東する
ことになる.第 2に ,扱いやすい完全条件付き構造は,し ばしば″の定義に潜在データあるい
は欠測データを導入することによって得られる.サンプラマに変数を追加するという考えはデ
ータ拡大として知られており,Tanner and Wong(1987)で 導入され,い くっかの応用例があ
る.最後に,完全条件付き密度のいくっかか伝統的な方法 (棄却サンプリング法や既知の発生
器)に よってサンプルするこ、とが難しtゝ場合,その密度はMHアルゴリズムによって(M●ller,

1991)か ,あ るいは独立サンプルを生成することによぅてサンプルすることができる(Gilks and
Wild,1992).               ｀

各パスの最後でぅギブスサンプラーはα,… ,命 のそれぞれに対してサンプルを得る.パス毎
の平均を,任意のθ(0)に 対する E(σ(θ)ly)を推定するのに使うことができる.しかし,2つの問
題がモンテヵルロ積分を適用できない Gibbsサ ンィリング手法を使う際に生じる.それは初期
条件とパス毎の系列相関である:理論的にはじギブ不サンプラーから得るサンプルは,メ スヾの
数が多いときだけは事後分布からのサンプルと等しくなる。もしθ°が不適切に選ばれると,初
期のサンプルは後のサンプルと大きく異なる場合がある.このために,多 くの分析ではギプス
サンプラー中のπ個の初期のパスを棄てており,こ れによつてθ°の選択への依存を減らす.

θ９

・
Ｅ↓

θｇ
Ｓ「ろＨ

ｌ

一
ｓ

〓σ
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単純なモンテカルロ積分とは異なり,ギプスサンプラーは事後密度からの独立な標本を生成

せず,したがつて,サンプルがパス毎に系列相関があることを簡単に示すことができる.こ の

特性から,研究者によっては系列相関を断ち切る意味からγ回目のパス毎のサンプルを棄てる

か, γ回目のパス毎にギプスサンプラーを再始動させている.実証的な問題では様々な方策を

試みるか,θ%%,γ の異なる選択をし,結果がこれらに敏感かどうかを見ることが重要である.

もちろん,最適な Gibbsサ ンプリング・アルゴリズムは問題毎に異なる.しかし,ギプスサン

プラーから1つの長いランを得た方がよいか,あるいは再出発した方がよいか? という問題

に関心が持たれている (Tanner,1991;Zeger and Karim,1991;Raftery and Lewis,1991;そ

れに Gelman and Rubin,1992;を 参照).

モンテカルロ法が正規近似あるいはラプラス近似より優る1つの利点は,こ の方法には診断

法があり,近似の精度を反復数を選択することによリコントロールすることができることにあ

る.Geweke(1992a)は ,ギプス・サンプラーに対して同じ種類の診断を提案している.すな

わち,も しE(σ (θ )|ク )の推定値を

とし,こ こで Iは推定に含まれる●組のパスを示す(Jはすべてのパス,あ るいは最初の物を除

いたすべて,な どでも良い),そ してs*は含まれるサンプル数 (sあ るいは s一 π)と すると,

1組の[g(θ
f)](′∈のは単変量確率過程になる.漸近理論を用いて,Gewekeは g*は 平均

E(θ(力 )ly),漸近分散s*~lSlの の漸近正規密度にしたがうことを示した。ここで最のは周波数が

ゼロのところで評価した{g(θ
J)}の スペクトル密度である:こ の統計量は,[s*~lSlの ]V2は θ*に

対するNSEと して用いることができ,数値標準誤差の計算はギプスサンプラーを採用すると

可能になることを示したI Slの の推定値を得る多 くの方法があり,こ れらは標準的な時系列のテ

キス トで述べられている.さ らに,RNEは よく知られた方法で計算することができる:

Geweke(1992b)は さらに別の収束診断法を作成した.ギプスサンプラーはパスの数が大き

くなったときにだけ,事後分布からのサンプルを生成する。したがって,初期のパスを後のパ

スと比較すると収束の失敗が明らかになる.E(g(θ)|ク )の 2つの推定値が作成され,次のように

1つ は初期のパスに基ずくものであり,も う 1つ は後のパスに基ずくものである.

働=十二7(θ
ゴ
),

θ
σΣ

日

１

一
ｓ

＊〓ｇ

θ(θ
ゴ
)

ここで sc=s*一勢+1。 もし2つ の推定値が大きく変われば,こ れは収束しなかったことを示

す.よ り詳しくは,NSLと NSEβ を前のパラグラフでのように計算した2つの推定値に対する

NSEと するとして,Gewekeは 次を示した.

→MO,1)

もし [o(θ
′
)]が定常な ら,シた

*と
sBた

*は
固定されており,(磁十助)た <1である.こ の応用では,

Gewekeは 象=0。 ls*と sB=0.5s*と おいた.彼は上の方程式の左辺を収束診断とし,こ れを収束

を確かめるのに用いることを薦めている.

本節では,Gibbsサ ンプリング法が基本的なモンテカルロ法の強力な拡張になっていること

を述べた。ギプスサンプラTは同時事後密度がそれ自体扱い難いが,ィ ラヾメータ空間を適切に

分割した条件付分布から抽出しやすい場合には適している.ギプスサンプラーを利用した論文
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数の最近の急増ギリから判断すると,計量経済学の多くの間駆は,そのような条件付の密度に
よつてより簡単に扱えるようになるように見える.

例 :マルコラ型スウィッチング回帰モデル

次のMcCul10ch and T■ y(1994)で用いられたマルョフ型スフィッォング回帰モデルの単
純化したものを考える.

'     ′      yt=χ βttεl,  st=1の とき
―
      クォ=χ&十 Q`  sι =2の とき

ここで ε″は,笏.Ⅳ(0,冴)の確率変数 (グ=1,2,′ =1,L."の である.任意の時間 ′で,これ
らの回帰モデルのどちらか一方が成 り立ち,こ の状態間のスウィッチはマルコフ過程にしたが
う.

′(st=21sι _1=1)=A,

Xs`≡ 21s,_1〒 2)■九。

いまパラメT夕 θ=(■,&,ど,ど,A,2)′ と状態ベクトルs=(■,… ,sr)′ に関心がある.こ のモ
デルの尤度関数は複雑である.実際:た とえ非報知事前密度を仮定しても,事後密度から直接にサンプリングするのは難しい.しかし,状零パクトルを知っていれば,モデルは2つの単純‐
な回lJRを 含んでいぅ.そ して,パラメァタの値 |データギ既知であれば,状態について推測す
るのは簡単である.こ のことは,こ のモデルに対してギプス・サンプラニをセットアップでき
ることを示唆している.

McCul10ch and Tsay(1992a)は ,ギプスサンプラァが次の条件付分布でセットァップでき
ることを示した.′=1,2に対してズ測y,s,〆 ),ズaly,島),ズρtts);そ して′=1,∴ 。,rに対して
ズsォ |ク ,欧 _ぁ n,&,ど,め,こ こで。_`)=(■ ,..",`_1,0オ +1"。

"Srγ lす る.さ らに,これらの条件
付サンプルはそれぞれ簡単に抽出できる.特に,ズ島ly,島 〆)が正規密度,ズのly,島)は逆ヵィ
2乗密革,ズタJS)はべT夕密度:そ して ,(sι ly,ュ _`),■ ,&,ど,ど)は状態ベクトルのマルコフ
性を利用することによって,簡単に操作できる密度である.証明と正確な密度関数の詳細は,I McCu110ch and T,ayを

参照すると良い.

ギブ不・サンイラーは,各サンプルが以前のサィプルの条件付きであるときに,こ れらの条
件付分布から連続してサンプリングする。McCulloch and Tsay(1994)は このタイプのモデル
を用いて米国のcNPと 失業率を調べ,McCul10ch and Tsay(1994)は 同様のモデルを用いて
米国の工業生産における単位根あ存在を推定していぅ.こ の標のモデルは最尤法では分析する
のが非常に難しいので,おプスサシプラーを用いたバィズ推定が極めて自然である.

例 :打ち切リデータのある線形回帰モデル

次の線形回帰モデルを考える.

ωι=″ ′十ε
`

ここで″ιは′番目の個人に対するた次元の外生変数、クトル,そ してε′は勿 .ЦO,♂),し か
し物は観測されない変数である.そのかわりyが観測さ4,こ こでyι ≦ク*な らy`=″

`,そ
の

他の場合はyι =y*である(従属変数はセンサーされている).も し従属変数がセンサーされてい
なければ,モディレは扱いやすい (事後密度は主規誤差を持つ線形回帰モデルに対する事後密度
と同じになる).すなわち,"ι が既知なら事後密度

|ま
操作可能であるが,も しパラメータが既知

なら,ω
`に

ついての推測は極めて簡単に行える.こ れは,導続、したサンプルをズβ,♂ ly,ω )と
ズωly,β,♂)か らとるやプスサンプラーを示している.非報知事前密度,あるいは共役事前密
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度を仮定すると,ズβ,酬 y,ω)は正規―逆ガンマ密度,ズωlク,β,♂)は多変量正規密度である

ことを示すことができる.したがって 2つの条件付分布は簡単にサンプルでき,ギプスサンプ

ル法は拡張された事後密度の分析に採用することができる。より詳細は
`Chib(1992)を

参照

のこと.

6。5 データ拡大 (Data A_ugumentation)ア ルゴリズム

Tanner and Wong(1987)に よって開発されたデータ拡大 (2ι″4η郷%減蒻粥)アルゴ

リズムは,観測できるデータクに観測できない潜在変数zを人工的に発生して拡大し,ヽ
パラメ

こダの事後分布の形状等を評価する方法である.yと zが与えられれば事後分布ズθly,0が簡

単になることを仮定しており,こ の方法は次の imputation(埋 め込み)と posteriOr(事後)ス

テップからなる.

imputation ttOp 予測分布ズJy)に対する現在の近似分布から,π個の潜在変数zの標本4,

れ,… ,2解 を発生させる.

posterior step 得られた拡大デニタ(y,2)を 用いて,モ ンテカルロ法によリズθly)を近似す

る.                   ′

imputationス テップにおいて,ズ冽y)は

メイの=ル刻θ,yX酬の♂

であり,p(θ ly)に 関する知識を前提とする.すなわち,埋め込みステップと事後ステップを繰

り返すことを前提とする.具体的には

(1)第 ′回目のズθly)の近似をメめ(θ ly)と する。メの
(θ ly)か らθ*を発生する.

(2)θ *を所与としてズ川y)か らzを発生する.

(1)と 0)を繰り返すことによってXtty)か ら%個のz*を発生する.ズθly)の近似は次の積分に

基づ く.

|      ズ酬の二/pl冽銑ガズ冽の後

この積分を解個の z*を使ったモンテカルロ法によって近似する.

夕°
(酬y)=場準ィ酬仏ろ)

埋め込みステップのがつ(θly)も このようにして得られる.このような混合分布に従う乱数を,

最初に解個の分布の一つを無作為に選択し,次に選ばれたズθlク,わ からθを1つ発生する様
にして作成する.

この考え方を応用したモデルには,ラ ンダム・ポイントにおける構造変化モデル (Carlin,

Gelfand,and Smith,1992),打ち切リデータや離散データのモデル (Chib,1992;Albert and

Chib,1993b),マルコフ・ スウィッチングモデル (Albert attd Chib,1993b;Chib,1993;
McCulloch and Tsay,1994),パ ラメータ制約のあるモデル (Gelfand,Smith,and Lee,1992),

それにセンサー化自己回帰モデル (Zangari and Tsurumi,1996)等 々が含まれる。

例 :セ ンサー化 自己回帰モデル

Zangari and Tsurumi(1996)で は,セ ンサ■化自己回帰誤差モデルのパラメータの事後モ
ニメントと事後確率密度を 3つ の方法で導いている.ラ プラス近似,デ‐夕拡大のあるGibbS

サンプリング,そ してガゥス求積法である.ベィズ点推定量を事後平均として求め,それをシ
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ミュレー トした EMアルゴリズムと疑似最尤法で求めた最尤推定量 と比較 した.

これらの方法は,日本の米国への乗用自動車輸出の1974年から1992年 までの年データと四
半期データを用いた回帰モデルに適用された。日本の乗用自動車輸出は,1981年から1986年 ま
で輸出自主規制として知られている実質数量割り当ての状態におかれていた.こ の自主規制は
米国の自動車生産が自主規制の上限が無効になるまで6年間続いた.こ の間の時期をセンサー
されていたと考え,自動車輸出の需要関数を計測している.彼らの研究の結果,標準的なTobit
回帰モデルとは異なり,セ ンサーされている観測値がかなり多く,データに強い自己相関が見
られる場合Gibbsサ ンプラこと結びつけたデータ拡大アルゴリズムは計算上の問題に直面す
ることが報告されている.

センサーされた観浪Jtt yC={y分 とともに,対応する潜在データyC*={y′*}が利用できるとす
る.さ らに,セ ンサーされていない観測値y=y*を グ

′
={yOと表す。結果的に,y=υ,yつ と

y={y`}である.データ拡大Gibbsサ ンプラーの基礎はズθly,y*)=ズ θly′ ,yCす ),す なわち
ズθlク

9,ク
1‐

y°
*)ニ

ズθly′,yC*)である.yC*は観測されなくとも,シ ミュレートできる.セ ンサー
化された自己相関のある回帰の変換は,も との式からその1期ラグを引いて得られる.すなわ
ち,y,=(1二 ρL)yま と,,=(1-ρ⊃″t,こ こでLはラグオペレータである.変換したデァタでの
モデルは,次のように表される.

y° =″°
βtt z, α～ノ (0,♂fr_1)

事前分布′(β,♂)は ρとは独立であるとすると,(β,♂,ρ)の事前分布は,夕(β,♂,わ)=
ズβl♂)メ♂)ズρ)と なる.こ こで,特に

ズβぽ)～ノ(島,〆40~1), ズ♂)～

“
(2/0/2,あ /2), ズρ)～ノ(ら ,7。

-1)

とする.Gibbsサ ンプラーでは,次の条件付き分布が必要である:ズβP,ρ,y,y*),ズ酬β,ρ,

y,yC*),ズ dβ;σt y,ク
ε*),そ して,(yCキ lβ,♂,ρ2y,)でぁる.グ

εホの条件付きの構造は

ズyC*ly,β ,ρ,♂)～truncatedJら c(η 9,Σつ

であるから,β の正規事前分布を尤度関数を結びつけて,次式を得る.

ズβly,ρ,♂,yつ～ノ(β
*,♂

,ス
*二 1)

ここで,β
*=(ん +ノ

′
″0)~1(“ん島十″°'yり,4*=(ん十″σ″りである.β とρが与えられたときの

♂の尤度はすぐに得られ,仮定された事前分布は

ズ♂
lβ)～

“

((乃十力)/2,(ヽ十o)/2),ズ o)=(β 一島)′Иよβ-6)

を意味する.♂ の条件付き分布は

ズ♂|ク,ρ,β,yC*)～η ((r-1+め +ヵ)/2,(あ十C+あ)/2)      ｀

ここで,あ=(y,一 ″°β)′(y°―″°β)である.ズdy,♂,β,ク
C■
)の条件付き事後分布は,次のよう

に導出される.AR(1)モ デルでは,誤差ε
`=グ

ーχιβは次のように書け

,′ =ρQ-1+%ι , ′=2,...,7

ρは単変量平規分布に従 う.尤度関数 とρの正規事前密度を結合すると,次の切断された正規事
後密度を得る.
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ズ洲y,♂,yC*,β )∝ truncatedノ (ψ ,7~1)

ここで,c二 (a,… ,Cr)′ ,ψ=り
~1(眺

ψ
°+σ=2」/cl,ψ =(鴨十♂/″)である.そ して″は(T不

1)ベクトルで,その第′行はct_1である。

7: 計量経済分析におけるMCMCシ ミュレーション法         |

MCMC法 は,こ のようにして巳標分布 (″響 ′″な″み%励π)か ら標本 (多重観測値)を生成

するシミュレーション技法である.マルコフ過程の推移核は,その極限の不変分布が目標分布

になるという性質を持つように定式化され,マルコフ連鎖はコンピュータで生成されるモンテ

ヵルロ・シミュレーションを多数回反復する.そ して一時的な不安定状態(burn‐ in)の後,様々

な条件の下での出力が目標分布からのサンプルになる.そ のような一般的な方法は,

Metrop01ist‐ Hastings(MH)ア ルゴリズ

^と

して知「られている.こ のアルゴリズムでは,ァル

コフ連鎖の次の値は提案密度から生成され,現在の点での密度と比べたときの候補点での密度

に従つて,受容したり棄却されたりする。MH法の特別な場合はGibbsサ ンプリング
0アルギ

リズムで,GeFFlan and Geman(1984)で導入され,Tanner and Wong(1987)と Gelfand and

sttth(109o)で 拡張された.次の標本は,一連の完全条件付き分布からのランダム・ベクトル

の部分要素をサンプリングすることによつて得られる.その他のMCMC法には,ハ イプリッド

MHと棄却サンプリング (Tiemey,1994)と EMアルゴリズムの確率バ■ジヨン (CeleuX and

Diebolt,1985)な どの方法が含まれる.

MCMCを用いた方法は統計学上での応用分析できわめて役に立ち,多 くは複雑な,高次元問

題に適用するのが難しい伝統的な独立サンプリング法よりもずつと役に立つことが証明されて

いる。MCMC法は目標密度の正規化定数が分からない場合にも適用することができ,こ のこと

は目標 (事後)密度の正規化定数がほとんどわからないベイズ分析では非常に重要である.加

えて,扱いにくい尤度関数を持つモデルをシミュンァトできるようなMCMCスキームを組み

立てることができようになる。これは通常,特にGibbsサ ンプリングではパラメータ空間を欠

測データ,あ るいは潜在変数を含めるように拡張する方法であるデータ拡大によつて行う.以

下で,代表的なモデルについてChib and Greenberg(1996)|こ 沿つて説明する.

7。1応 用 例

MCMCシ ミュレーション法をいろいろな種類の計量経済モデルに適用する方法を,以下で

示すことにする.ま ず最初に,Gibbsサ ンプラーをデ■夕拡大のない場合に適用することがで

き,シ ミュレーションが標準的な分布だけからなる単純な例から始める。目的はこの方法の考

え方を示し,それを他の場合に適用する方法め役に立つことである.例を示す前に,こ の後使

う事前密度に対する仮定を紹介する.ベ クトルβはノ唯(ん,3。
~1)に

,分散♂は逆ガンマ分布

“(拗/2,あ/2)に,そ して精度行列ρ
~1は

ウイツンヤート分布 7(o,島)に従う.事前密度のハイ

ノやニパラメータはゼロの添え字を付け,既知であると仮定する.

SUR:Seemingly Untllated Regresslon Model

最初の例はSURモデルで,計量経済学では広く用いられている予デルである.誤差項が正規

分布に従うとの仮定の下で,観測されたデータ yJι は   |

ッむ一″:ι βJ+εJ`  どサ=(clt,… ,cp`)′～グググ`̀ ノL(0,ρ),         
・

1<グ≦′,1≦ ′≦%

ここで,β′は力
`×

1のベクトルでρは正定符号行列である.各期で観測値を縦にスタックする

と,モデルを次ぎのようなベクトル型で書き直すことができる.
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yι =X`β tt ει

ここでυι=(ylォ
"..,ル

サ)′,為 =diag(五
`,…

,嬌
`),β

=(α ,… ,μト ル×1そ して力=Σ Jん である。沙
=1の時,単∵方程式正規回帰モデルである.データ L=(ク1"."多)の標本に対する最尤推定値
は反復過程を通じてのみ得られ,こ れらの推定量の有限標本分布は取り扱いにくい.対照的に,

Gibbsサ ンプリング・ アルゴリズムは,こ のモデルに対する厳密な小標本ベイズ推定を与える

(Percy,1992;Chib and Greenberg,1995a)。

(β,ρ
~1)に

関する事前情報が密度 π(β)π(ρ
~1)に

よって表されると,β とρ
~1(精

度行列)は
独立と仮定していることになる.すると,(事前密度と尤度関数の積に比例する)パラメータの

事後密度は,次式で与えられる.

下のバρ
~り×p刊″2ettp[―÷ム(後一型y2■後―ス聯り

]

これは,(正規化定数が未知の)目標密度であり,こ こからシミュレートする.さ て,も しβと
ρ
~1を

パラメータの2つのプロックとして扱うと,完全条件付き密度 ,(βlち ,ρ
-1)と

ズρ
~11ち

,

β)は簡単にシミュレートできる.特に,すでに述べた事前分布のもとでは

ズβl L,ρ
~1)べ

“
〃(β,3Fl)と ズζン11L,β

)～%(乃 +%,L)

ここで β=BX島島+Σ f=lχρ
~1グ

`),島
二
(島十Σ

`=1駒

~lχ
),そ して 島 一[町

1+Σ
′=1(ク r

一χβ)0~1(クォーXtF)′]~1である.こ れらの 2つ の分布を Gibbsア ルゴリズムでシミュレー トす
ると,βOが周辺密度π(βl L),ρ

~10～
π(ρ

~11L).に
従って分布するような標本 {β

O,ρ Tl(の}を
生成する.そ してズβ〈?,ρ

~下の
)は目標 (同時)密度に従って分布する.抽出されたサンプルは,

インポータンス・サンプリング関数や尤度関数を評価することなしに得られる.

Tobitと Probit回 帰モデル

SURモデルでは,Gibbsサ ンプラーをモデルのパラメニタに直接適用する。しかし直接適用
できない場合でも扱いやすい完全条件付き分布のセットはtobitモ デルや probitモ デルのよう
に,パラメータ空間を直接観測できない潜在データで拡張することによって得ることができる.

興味あることに,サンプラーで定義されるパラメ■夕空間が非常に大きい (probitモ デルの場
合はサンプルサイズよりも大きい)と ,シ ミユレーションにおけるプロックの数はきわめて小
さくなる (t6bitモ デルでは3,|二値 prObitモ デルでは2である).   ・

Tobin(1988)の 打ち切 り回帰モデル (ceisOred regressi“ mOdel)で は,観測値 クゴは次の
ように生成される.

z′、
“
″(″′β,♂)そ して yゴ =max(o,zグ ), 1<′ ≦%

%個の独立な観測値のセットが与えられると,β と♂に対する尤度関数は次のように表すこと
ができる.

ユ[1・α嘉め]思 (σつ■[-1か銑三上の2]

ここでCは一組の打ち切り観測値,そ してのは標準正規確率変数の累積分布関数である.明 ら
かに,こ の関数は

｀
(事前分布を掛けた後)Gibbsサ ンプリング,アルゴ、リズムのなかで簡単に扱

えない.計量経済学でGibbsサ ンプリングを適用した最初の研究の二つであるChib(1993)は ,

パラメータ空間が打ち切り観測値に対応する潜在デ‐夕によつて拡張される場合には,非常に
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簡単になるこ,と を示した.

その理由は,ベクトルz=機),グ∈Cが利用できるためである.後 は %× 1ベ クトルで,も し

グ番目の観測値がセンサーされていなければグ番目の要素はyJで,セ ンサーされていれば之

である.プロックをβ,♂,2と し,それぞれの完全条件付さ密度をズβlろ,z,♂),ズ酬 ろ,z,

β),ズ冽L,β,♂)と した場合のGibbsサ ンプリング・アルゴリズムを考えると,こ れらの分布

はすべて扱いやすいことが分かり,Gibbsシ ミュレーションはすぐに適用可能である.最初の 2

つの分布は次のようになる.

ズ』拷,♂)～4(β,(30+σ
~2χ

x)-1)

そして

ズσし,β)～η(当≠,D守≧
)

ここでX=(鏡,.."場 )′,β =(3。十σ
~2xっ

0-1(3。島+σ
~2xち

の,そ して&=(y″ =ⅨF)′ (y″一XF)G

他方,潜在データの完全条件付き分布は%個の独立分布の積に簡略化される.夕lzl L,β ,♂)〒

Πたψ(zJyJ=0,β,♂),こ こで

,(zルJ)=0,ズβ,♂)～ 3』、_∞,。 (χ:β:♂), グ∈C

は,区間 (一 ∞,01でサポー トされる切断正規分布である.こ の場合 (た とえば,β と♂の分布

は,潜在データが与えられたときのセンサーされたデータと独立である)に観測される条件付

き独立性への単純化は,通常データ拡大を行ったときに生じ,こ れはなぜデータ拡大が有効な

道具であるかを示している.

データ拡大が有効であることはprobitモ デルでも明白である。%個の独立観測値 L={ク]が

与えられており,各 y:は Prob(yJ=1)=0(″ :β)であるベルヌーイプロセスに従う.こ のモデル

やこのクラスに入る他の多 くのモデルに対して,Albert and Chib(1993b)は ,潜在的なガウ

ス型データをGibbsサ ンプリング・アルゴリズムにおけるもう一つの未知パラメータとして導

入する単純で,有力な方法を開発した.次式

zJ=メβ十%′, αJ～′′″.ノKO,1): そして y′ =」[zJ>0]     (8)

はprobitモ デルを表すことを示した.(データ拡大を含む)Gibbsサ ンプリング・アルゴリズム

は,次の条件付き分布を通じて定義される.

ズβlち,あ)=ズβlZ2), そして ズんIL,β)=喜´(zJyら β)

ここで,乙 =(る ,¨
。,幼yでぁる. 1

βの完全条件付き分布は,後 をんで置き換え♂二1と した(7)式 と同じ形をしている.完全

条件付き密度ズ乙|ち,β)は,独立な項の積として分解され;y`=1あ るいはyJ=0に依存してい

る.(8)式から,2≦ 0な らy`=0,2J>0な らレ
`=1と

なる.そ こで

ズ冽のずれ戟己Wil.К⌒π
このMCMCアルゴリズムは,自由度が νの独立な′リンク関数を持つモデルを推定するよう

に簡単に修正することができる (Albert and Chib,1993a). ′分布は,正規分布と混合するガ
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ンマ分布Цガ2,ガ2)のスケ‐ル混合であるという結果から,パ ラメァタ空間をこのガンマ変数

で各変数値ごとにさらに拡張することができる.完全条件付き密度は再び扱いにくい (こ の考

え方を線形回帰に用いたものは,Carlin and P01son,1990:Geweke,1993bで ある)。 Albert and

Chib(1993b)は νを未知とし,probitモ デルの一般的な頑健性を導いている.

■Rし)誤差の回帰モデル                    .
この節ではMHアルゴ、リズムを用いたシミュィーションの例を示す。ARMA(夕,4)誤差の回

帰モデルの詳細な分析は,Chib and Greenberg(1994)と Marriott,Ravishanker,and Gё lfand

(1995)に見られる.

次のモデルを考える.

ク′=″篇十ει, 1≦ ι≦%     |       (9)

ここで,ク′はスカラーの観測値である.誤差項は定常なAR(の プロセス

ει一φle_1-¨ b一 aft_ク =α: Or φ(二)ε==%ι (10)

によって生成されていると仮定する.こ こで,%ォ～燿 .コ(0,♂)そ してφに)=1-φ lι―…

=らν はラグオペレータLの多項式である。定常性の仮定は,φ(Llの根が単位円の外にあるこ

とを意味する.これはφ=(φl"."ら )を
"pの

部分空間内にあるように制約する.こ の制約に従

うために,φ の事前分布をノ (引れ,0。
~1)ム

。とし,定常区域で切断されている正規分布 (そ して

βと♂に対する標準的な事前分布)を仮定する.こ のモデルに対する尤度関数は次のように表

される。                           ′

ズ馴β,φ,0=αの×ぽ)K2~″
29xITttι

虫l⑫
r上ガβ刈

ここで,チ≧夕+1に対してyr=φ(Ijpク1,ダーφ(ι》ι,そ して

l    ψ(の 下 (♂
)二

倒 ら 1彗

V2eXp[=想
る 一る β)う:Kち ,■ β)]   にD

は最初の夕個の観測値の (定常な)密度である.´以前に,yp=(ク 1"。 "佛 )′,」ろ=(″1"..,助 )′ そ

してら=%0′+01(Dθ l(D′, そして

οl(D=(1,0,… ,0)′ そしてφ_p=(φ l"."ら _1)′ である.

´
事後密度をこのようにシミュンニトする.ま ず3つの事実がある.最初に,Gibbsの方法はβ,

φ,♂ をプロックとしてとるとよい.第 2に ,β と♂の完全条件付き分布は,標本密度中の2つ

の指数項を結びつけた後で簡単に得られる.第 3に ,φ の完全条件付き密度は,MHア ルゴリ

ズムでシミ三レートすることができる。次に;い くつか詳細に検討するc

r=o-l ypと 澪 =0_1」る と定義し,こ こで0は 00′=ら を満足する.ク
*=(グ

,… ,y″ )′ と

し,X*に対しても同様である.最後に,ο■(の+1"..,0″ )′ とし,Eは η―夕×夕行列で, ′番目

の行は (οι_1"."οォ_p)で与えられ,こ こでο
`=y`―

″紹,′ ≧夕+1である。完全条件付き分布は,

次のようになることを簡単に示すことができる.

1皇
:[[:. li]
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ズ川ん,φ,♂)～4(β ,3万
1)

次引L,β,♂)∝ くの×ころ(√,0万
1)L

ズ酬ん,β,φ)γ

“
(4≠留片)

こ こ で β=B万 1(30島 +σ
~2x*′y*),3″ =(3o十 〆

2x*′x*),あ =‖ y*一 X*β‖
2,√ =δ万

1(仇
φ0

+σ-2E`。
)そ してσ″=(a+♂E′E)である.

βと♂の完全条件付き分布は簡単にシミュレー トできる.φ をシミュレー トするためには,

候補生成密度としてノL(√,σFl)ム.を もつMH独立連鎖を採用する.すると,MHス テップは

次のように実行する. グ番目のイタレーションで,平均 φで共分散 ♂め0万
1を

持つ正規密度か

ら,候補 φ〈
J+⇒ を抽出する.も しそれが定常性を満足するなら,こ の点に確率

min{」多颯I弓吉,1}

で移動する.そ して,そ うでない場合はφ(づ+1)=φOと おく。Chib and Greenberg(1994))こ

のアルゴリズムの収束の十分条件を確かめ,い くつかの実証例を示している.

多重時点における構造変化

時系列デ早夕をあつかつたモデルでの変化点モデルは重要である.計量経済分析では,構造

変化問題といわれ従来は構造変化点があるか否か,あ らたとすればいつあつたのかに関心が持

たれていた。最初は構造変化点がただ一うの場合 |こついて分析され,多重変化点についての分

析は最近行われるようにならた.古典的な方法としては変化点が既知の場合についての分析は,

Chow(1960),ToyOda(1974),Schmidt and Sickles(1977)が ,変化点が未知の一般的な場

合はBDE(1975)に よるCUSUM,CUSUMSQテ ストがよく知られている.ベイジアンの立

場では,最近Chib(1997)がパラメータ・ベクトルの動きを記述するのにhidden MarkOv Chain

に基づく新しいモデル化を提案している.多重変化点を扱うために制約付きの遷移確率行列を

使用し,状態変数が現在の値にとどまるか次のより高い値にジャンプするかを離散時間離散状

態のマル童フ過程によってモデル化した。モデルはヤルコフ連鎖モンテカルロシミュレーショ

ン法によって,混合モデルに基づいて推定される.

また,単一変化点についての分析は,Carlin,Gelfand,and smith(1992)が ,多重変化点に

ついての分析は,Inclan(1993),Stephens(1994),Yao(1984),Barry and Hartigan(1993),

West,Muller and Esobar(1994),等 によって研究されている.

yT=(ク1,多 ,.・。,yT}は時系列で,そのパラメータらは未知の変化点 L=(■,.."%}で変化し,

他は一定であると仮定する。

ここで a∈肌dでぁり,パラメータ・ベクトル 0=(a,… ,陽+1)の推定と,未知の変化点 為 =(■
,

¨"し)を検出し,変化点の数が異なるモデルと上ヒ較することを目的としている.

この多重変化点モデルに関して多くの研究があり,1つの問題はらのジャンププロセスを決

めることである.ベイジアンでは,変化点で生じる別のレジームのパラメータである■と化の
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結合事前分布を求めることと同じである.    ′

通常は階層モデルの形で定式化される:最初に,以前の変化点での変化の確率分布をモデル

化し,次に現在の変化点と以前のパラメータで,現在のレジームでのパラメータのプロセスを
モデル化し,最後にパラメータと変換点によってデータが生成されるとする.パラメニタが与
えられたときの,データの分布を考える.K=(ク1"."yJ)を 時点 グまでの経過とし, 7J'J=(クら
yJ+1"."鋳)を時間′からノまでの経過とする.すると,(0,r)の下でのデータの同時密度は

/(L10,つ=宮/(y・‐+Lη n_ゎ 仇,毎)

で表される.こ こで 筍=0,%+1=Tで ある.

各期間での離散的な確率変数斗を導入し,時点 で́のシステムの状態を表し,こ れは整数値
{1,2,¨ "%+1}で ,そ こから特定め観測値y`が とられるンジームを示す.すなわちsι =た は;

観測値 yι がズグ
`14_1,戯)か らとられることを示す.変数 stは,制約付の遷移確率行列を持つ

離散時間,離散状態マルコフ・ プロセスとしてモデル化されるので変化点モデルになる。 1期
先遷移確率行列は,次のように表される.

このモデルは,ジ ャンプ確率夕だ(グ≦%)が レジームに依存し,状態の遷移は変化点 L=(■ ,.."

し)を識別する一般的な変化点モデルとして見ることができる.力 回目の変化は,sη〒力とs.+1

=た +1な ら後で起こる.も う一つの見方はhiddenマルコフモデルとして見るもので,hidden
状態変数 stの遷移確率に前に述べたような制約を課す.こ のモデルの見方はMCMCの計算図
式の基礎になっている.パラメニタの事前密度π(0,Plを決め,データちがあると事後密度
π(0,PI路)∝ π(0,0/(L10,0に関心を集中する.こ こでπは(0,0の事前密度と事後密
度を表わすこの事後密度は,パラメータ空間を観測されない状態ε=(■ ,..1,の で拡大した後,

マルコフ連鎖モンテカルロ法によって要約される.言い換えると,モ ンテヵルロ・サンプリン
グを事後密度π(3,0,Pl yr)に 適用する.

他方,Kozumiand Hasegaw五 (1998)はベイズの観点から構造変化を調べる新しい方法を提
案した。この方法はDinchlё t事前分布を用いた階層モデルを基にしている.DiHchletプ ロセス
の特徴は,構造変化を検出するのに役立つ離散性にあり,それを利用して事前分布を形成する.

この論文で彼らは多重変化点を認め,その数が未知であるモデルに対するベイズ・アプローチ

を提案した.Dirichletプ ロセ不は魅力があるが,計算が難しいため応用は単純な場合に限定さ
れていたが,最近のマルコフ連鎖モンテカルロ(vCMC)法の発展により,こ の点は解消され
た (Gelfand and smith,199o;Besag and Grさ en,1993参照).Dirichletプロセスは従来は密度
の推定に禾J用 されていたが (Escobar,1994;]hcobar and Ns、 1995),Dmchletプ ロセスの
離散性がベイズ的なモデル化にも有効な道具であることが最近の多 くの研究で示されている
(Kuo and Mallich,1997;MukhOpadhyay and Gelfand,1997;West,Muller and Esobar,

1994).こ の離散性の性質を用いて構造変化を検出する。 |

実証分析では,1957年から1995年の年データを用いて日本の政府支出に構造変化があるか
どうかを検証し,それをCUSUMと cusuMSQテストの結果と比較している。      ・
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次の単純な線形回帰モデルを考える.

νォ=島 +aZι十
“
′, α

`～
ノKO,♂), ′=1,…,T      ,

ここで,y`と χιはそれぞれ従属変数と独立変数であり,構造変化を考えるのでパラメータ・ベ

クトルがある変化点で変化することを認め,次のように書き直す.

y`=島
`+β

え十%ι , %ι～折 (0,α)

ベイズ分析ではパラメータ・ベクトル α=(島′,βち房)の分布が必要であり,前述の Chib(1997)

は aの分布をhiddenマルコフ連鎖でモデル化した.

{α}た1を Di=chletプロセスからの標本とする.次に,aを ル(く の 個のグループに分割し,

同じグループ内の aは等しく;異なるグループの のは異なり,力 個の αの値 θ*=(″ ,.."″ )

は Gか らサンプルされる。何回構造変化が起こったか,いつ構造変化が起こったのかは,異な

るθ*を調べると分かるので,Dirichletプロセスの離散性は構造変化点を検出するのに適して

いるといえる。

パラメータベクトルa=(島ι,Aι,α)の分布Gは未知で,.Gの事前分布はDirichletプ ロセス

にしたがうと仮定する。     ,
yι～ノ(χれ,″), a～ G, c～ 59(αG)

ベイズモデルとするため,残 りのパラメニタに対し事前分布を決める.基本的な分布 Gに対し

ては,正規分布とガンマ分布とする.

」G=νγ(μ,Σ)離7(笏 /2,〃2)

さらに,階層モデルでのμ,Σ,と について,事前分布を次のようにおく.

μ ～ ノ (あ,7。)      ´

Σ
~1 

～ 7(め,端)         .
τ ～ 0(物 /2,衝 /2)

α ～ Gα(め,あ)

多重変化点を認めるがその数は未知であるモデルで,誤差分散は変化点にしたがって変化する.

ここで″′=(1,々ι)′ と&=(μ′,βι)′ である.こ のモデルは階層構造をしており,複雑そうに見え

るが Gibbsサ ンプリングを用いて事後密度の推定を行うことができる.

その他のモデル

今までに述べたモデルに加えて,その他のモデルとしてはMCMC法 とデータ拡大を用いる

Gibbsサ ンプリングは特に役に立つ分野である.回帰分析の枠組みでは,欠測値をサンプラーに

加えてパラメァタの分布から標本を生成する.多対プロビットモデルの重要なクラスは,デー

タ拡大を通じた MCMCシ ミュレーションによって分析することができ,こ れらはAlbert and

Chib(1993a),McCul10ch and Rossi(1994),Geweke,Keane,and Runkle(1994)で 議論され

ている.McCulloch and Rossi(1994)に はこの分野での Gibbsサ ンプリングが役立つ拡張し

た議論が例 とともになされている.変量効果のある二般線形モデルヘの応用は,Zeger and
Karim(1991)が参考になる.も う一つの重要な分野は混合 (mixture)モデルであり,こ のモ

デルではサンプルの各観測値はκ種類の母集団の■つから生じたものである. 2種類のモデル

が研究されているL:最初のものは,母集団が一つの観測値から次のものへ独立にサンプルされ

る (Diebolt and Robert,1994)。 2番目のものは,母集団はマルコフプロセスに従ってサンプ
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ルされ,これはマルコフ・ スウィッチング
``モ

デル (Albert and Chib,1993b;Chib,1993b)
と呼ばれる.MCMC法の多様さを示している新しい計量分析の応用は,引 き続き多数現れてい

る。本稿で扱わなかった重要な分野で,最近多 くの研究が集中的になされている金融時系列 (株

価,収益率,外国為替,先物等の日次,週次など高周波データ)の変動に関する計量分析があ
る. こオЪらには Stochastic v01atilidy Model, Grarch Model, Selmi‐ NOn Paralttet五 c MOdel,

線形状態空間モデル,非線型ガウス ←フィルターモデル,等が含まれる.

8。  お わ り に

このサーベイでは,ベイズ統計学の計量経済分析への応用に関連するいくうかの重要な問題
について議論した.本サーベイは 2つ の部分に分けられる:ベイジアン計量経済学の考え方と
実証分析への応用に関する問題 と大きな部分を占める計算問題である.第 2章では,ベイジア
ン計量経済学の簡単な解説を行った.第 3章では:応用研究を行う場合におけるベイジアン

`パラダイムのいくつかの関連する利点と欠点を述べた。ここで,単位根とEBAに特に焦点を当
てたベイジアンの実証分析の簡単な要約を行った.第 4章以降では,ベイズ型の実証分析を行
う場合に重要な計算Fn5題について,最初に基本的な計算問題について第4章で述べ,ベイジア
ン研究者が実証研究で利用するぃくつかの役に立つ道具について述べた.特に,4.1節では通常
′出合う問題に接近するためのいくつかの基本的な技術を示し,こ れらの多くの技法は古典的な
研究者が用いているTSPや RATSの ようなパッケこジと全く同じような方法で,パッケージ
プログラ

^を

用いて簡単に導入できる。パッケージプログラ

^が

利用できない場合でも,これ
らの手法のプログラムに必要な時間は,GAUSSや FOrtranの ような言語を使った基本的なプ
ログラムの能力を持っている研究者にとっては最小で済む.第 5章では,あ る種のクラスの問
題を分析するのに適している,も う少し手の込んだベイジアンの手法について述べた.第 6章
では,現在の計量経済分析を用いた実証研究において主要な手法になったマルコフ連鎖モンテ
カルロ法について:MetrOpOlis_Hastingア ルゴリズム,Gibbsサ ンプリング,そ してデータ拡
大・アルゴリズムについて述べた.MCMc法の理論と実際における最近の発展のサーベイを,

計量経済分析への応用に重点を置いて,こ あァルゴリズムをデータ拡大と結合する方法を用しヽ
てベイズ推定への体系的方法を示した.こ の考え方をセンサー化モデル,離散応答モデル,パ
ネルデータ・モデル,自己回帰モデル,そ して時変づラメータモデルの枠組みの中で示したが,

この考え方は多くの他の計量モデルに適用できる:

MCMC法が好まれる多くの理由は,他の方法で分析するのが今まで難しかった宅デルを分
析することを可能にするためである:こ の方法を利用できるのは,厳密に定式化したモデルと
事前分布からなるベイズ分析だけではない.すでに示したよぅに,扱いにくい尤度関数を含む
多くのモデルはMCMC法でもシミ三レートできる.特に予測;モ デルと事前分布の摂動,そ し
てモデル適合性に関係する様々な推定方程式は,シ ミュレーションの結果を用いて効果的に記
述することができる.

最近では多くの分野での実証研究問題にベイズ法を利用した例が増えてきている.それらの
応用例,研究動向などは国際ベイズ分析学会 (IBSA), 4年ごとに開催されるベイズ統計学に
関する国際バレンシア研究集会,それに米国統計学会ベイズ統計部会の年次大会などで発表さ
れる数多くの論文やPrOceedingsに 見られるこ
最後に,こ のサーベイではできるだけ単純な形で,ベイジアンの手法を用いて実証分析を行

おうとする応用経済分析が利用できる手法を示すことを試みた.したがって,マルコフ連鎖モ
ンテカルロ法で問題になる多くの事柄,特に収束診断法を含む多くの問題点について説明する
余裕がなかったので省略した.ま た,こ こで説りした方法で重要な多くの証明や他で示されて
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ある式の導出の詳細も省略したので,参考文献を参考にしてほしい.こ の分野の進展は早いの

で,最新の時系列分析や金融時系列モデル等の分野についての多量の研究がなされているが,

この分野についてのサーベイは次回に譲ることにしたい.また関連する参考文献も完全ではな

い.

A.ベイズコンピュ…夕・パッケージについて       _

ベイズ部分のある標準的な計量分析プログラム

いくつかの標準的なコンピュータパッケージは,よ く用いられる経済問題に対して役立つ部

分がある.た とえば,RATSマ ニュアルはベイズ型ベクトル自己回帰モデル (BVAR)に対し

て RATSを 用いたり,SHAZAMはパラメータに線形不等号制約に従う回帰モデルの分析に対

するベイズモンテカルロ積分の節に,大きな部分をさいている.

ベイズコンピュータ・パッケージ

A.1 初期に開発されたプログラム

BAYES FOUR 汎用のベイズプログラムで,Prof.Adrian F.Mi Smithと彼の同僚である

Drso John Naylor,Allan Skene,Ewart Shawら によってUniversity of Nottinghamで

開発された.プログラムではパラメータの期待値 としての事後モーメントを計算する.

1次元と2次元の周辺事後密度と予測密度も数値的に得られ,グラフィック 0デ ィスプ

レーもSRパ のプロットライプラリーを利用することによって可能である。10次元 ぐ

らいまでの問題に対しては数値積分 (求積法)を用いて,それ以上の次元 (20次元 ぐら

いまで)は非反復モンテカルロ法を用いる.Bayes Fourは PCと Unixに対しては,

Fortran 77で 書かれており,その他は Cあ るいはC十 十が使える.

、BRAP(PCバ ージョンはPCBRAP)シ カゴ大学の Amold Zellnerと 同僚力`書いた For‐

tranベ ースのプログラムである.正規誤差を持つ線形回帰モデルとして書 くことができ

るいかなるモデルの分析が可能である。加えて,ユーザが与えた関数の (正規あるいは

′インポータンス関数を用いた)モ ンテカル|● 積分ができる.レ ビューはK00p(1992)
1で

与えられている◆このプログラムのコマンドはTSPの コマンドと非常に似ているの

で,単純な実証的問題の教育や実行に対しては,最 も汎用性があるプログラムである.

―BRP COREの何人かの研究者によって書かれた Fortranベァスのプログラムである.線形

モデルの処理と様々な積分手法の両方の広範囲の機能を含んでいる.こ のサーベイで特

に関心があるのは,Poly‐ ′密度を取 り扱 う数値積分手法である.こ のパ ッケージは

BRAPよ りは汎用性があるが,ユーザ・フレンドリーではない.プログラムの諸機能を

使うには,Fortranの 知識が必要である.さ らに,BRPは適度の込み入った問題に対処

するのに適している.

MICRO‐ EBA GAUSSベ ースのプログラムで EBAを分析するためのユタ大学のRichard

Fowlesが作成したプログラムである。

SEARCH Ed Leamerの 推奨する多 くの方法を行うプログラムである。

SISAM,MIXIN 2本の Fottanベ ニスのプログラムで,モ ンテカルロ積分 と混合積分を

行う.汎用性はないが,こ のプログラムが採用している手法は,非常に複雑である.For‐

tranでプログラムされた pOorな動きのする事後分布を持つ研究者に,こ のプログラム
イ
は適している.事後分布が非対称でゎり,:従つて$椰 インポータンス関数を用いて扱う
のは難しい場合には特に有益である.

A.2 特定目的のプログラム

BATS &黎湿夕%4παttsゲ 2磁θ能な プログラムは,カ ルマンフィルター・モデルを含
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んだ動的線形モデル (DLMIと非線形モデルの推定を中心とし,APLで書かれている.

もともとはUniversity of Warwickで開発され,West,耳amson and P01ё (1987)に
よる論文に記述されている.現在は,強化されたバージョンが POle,West and HarrisOn
(1994)のベイズ予測と時系列の本で得られる.

bicreg,bicelogit and ghb これらの3つのプログラムは,ヮ シントン大学の Profo Adrian
Rafteryが作成した比較的短い S‐plus関数で,ベイジアンモデル選択とBICを用いた
モデル不確実性の評価を行う:最初のものは線形回帰モデルでこれを行い, 2番目はロ
ジステイック回帰で, 3番目は一般線形モデルでこれを行う.

BART Bの姿滋″ 勒 ηαελ わ Rαπぁ%減ed PⅢ′は,dinical trial mOnitOringと
indifference zoneに よる分析を行うためのベイズ法をプログラム化した S関数で,ケ ン
プリッジ大学のMRc BiOstatistics unitの Prof.David Spiegelhalterに よって開発さ
れた.プログラムは正規尤度を標準事前分布を用いて更新できる。|

B/D belief解 析を行うために,W00■ (1992)が作成した[B/D]と 呼ばれるプログラムは,

&′ググα冴鶴″″妙屁″″の略称で,UniveFSity of Hull and Durhamで開発したPascal
で書かれたプログラムである.未知の数量のネットワァク上で確信を部分的な式を与え
ると;プログラムは内部的な整合性 (コ ヒーレンス)をチェックし,他の要素とデータ
が存在するときにそれぞれを調整する.

Experl SyStem 最近のベイズ的な方法の重要な応用分野はエキスパ‐トシステムである.

現在のデータセット集が与えられたときに意思決定者カテU用できる情報を自動的に更新
する,最 も単純で自然な方法はベィズの法則を利用することである.     |

Hugin

BEHEFl。 2,2.0

Neural∴ etwOrks software 三ュ_ラルネットヮークは,ユキスパー トシステムと密接に関
連 してゃ り,こ れらのモデルでの MCMc法 を利用 したベィズ学習テルゴリズムが Neal
(1994)に書かれており,ソ フトゥェアぶ無料で入手できる.

A。3 教育用プログラム

nrst Bayes Nottingham Universityの Prof.TOny O'Hlganに ょって作成され,学生が初
等的ながイズ統計学を学習し,理解するのに役立つ使いやすいパッヶ―ジである.合ま
れている機能の一部は次の通 り

,1,種類の標準的な分布族 とこれらの混合分布のプロットと要約
・一元配置 ANOVAと 単純線形回帰モデルの分析 |,位置パラメータの任意の線形結合

に対する周辺分布

・ユーザが行ったデータあるいは事前分布に対する変耳にしたがって,自動的に事後分
布と予測分布の要約統計量を更新する.

・現在の事後分布を事前分布に等しくおく|と によるシーケンシャル分析
プログラムはハPLで書かれている。

Minitab MacrOs Albert(1996)に 書かれてぃるMinitab用 のマクロ集.

A.4 マルコフ連鎖モンテヵルロプログラム
BUGS は:英国のMRCの Medical ReseaFch Unitで 開発されたシステムで:&夕湿%

れ″η

“

E/7効な 錫 ゐ助%の 略称で,Gibbsサ ンプリングを手軽に行うために便
利なソフトゥェアでぁる.DoSpittelhaterを 中心|したグループで開発されている.所
与のモデルに対する様々な事前分布 :ベルヌーイ分布,が―夕分布,正規分布, 2項分
布,ディリクレ分布,指撃分布,ガンマ分布,対数正規分布,多項分布,正規分布,パ
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レート分布,ポワソン分布,一様分布,ワ イブル分布にしたがう乱数を発生させること

ができ:完全条件付き分布からのサンプリングを与えることによつて多くのベイズ問題

を解くことができる.モデルの確率構造 (観測値とパラメァタ)に対するモデルのスペ

シフィゲーションと確率分布を記述する1組の関数からなる.モデルの記述はモデルが

複雑でも簡単である。BUGSを使つて既に解析されたモデルと,マニュアルに記述され

_ているのはランダム効果を持つ一般線形モデル,生存データの線形回帰分析,空間的な

従属性を持つデータとノン・パラメトリック平滑化モデルである.

CODA のπυθ箸″

“

2昭%οtt απグ α″%′ 4π姉 :~般的なMCMCアウトプットや

BUGSア ウトプットの収束診断を調べるメニュー方式の S‐plus関数で,Gelman and

Rubin(1992a),Geweke(1992),Ruftery and Lewis(1992)そ してHeidelberger and

Welch(1983)の 要約統計量と収東診断を含んでいる.

BpOis Doss and Narasitthan(1994)に よつて書かれたベイズポワソン回帰に対するGibbs

サンプリング・ プログラム.

MCSim マルコフ連鎖モンテカルロによつてベイズ推定を行えるシミ■レーションパッケ

ージ.

ghnm glimm S関 数

BINGO 
―

πンル″物
“

―)♪磁%θπ
“
みG″力′

“
′α%グ Ottθ/s協〃
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