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回帰診断とは回帰式に関する諸前提に対する検定の総称であるが,そ の主たる内容は誤差項
に関する諸前提の検定と回帰式の定式化に関する検定に三分できよう。本論では,誤差項につ
いては静学的および動学的回帰における系列相関 (第 1章),分散の均一性 (第 2章 2.1節 ),
ARCHモ デル,正規性の混合検定 (第 2章 2.2節 )を解説する。回帰式の定式化については
RESET検定 (第 2章 2.3節 )を解説する。最終の第 3章は非定常時系列の問題,特に単位根の
検定,誤差修正モデル,そ して共和分の推定及び検定を扱う。

In this paper,some diagnostic tests in econometrics are surveyed froFn the pedagogical

point of view.  The diagnostic test is the general nanling for testing procedures against

presumptions on regression equations.  In particular,it includes presumptions associated

with the error term and presumptions associated with the specincation of the regression

equations.  Tests for the serial correlation are explained in thc flrst chapter,followed by

tests heteroscedasticity,and nomality.  The ARCH model of heteroscedasticity and the

RESET test for the specaflcatiOn of the regression equation are also explained.  The

analysis on the non‐ stationary tilne series may be the most recent development in

econometrics,and standard techniques of the unit― root tests,error correction model,and

the cointegrations are reviewed in the last chapter.

論

本稿は計量経済学における回帰診断のうち系列相関の検定 (第 1章),不均一分散の検定 (第
2章 2.1節),誤差項の正規性検定 (第 2章 2.2節 ),そ して RESET検定 (第 2章 2.3節 )を
とりあげ検定の理論的な導出を解説する.検定は主にラグランジュ乗数検定法を中心に扱い,
可能なかぎり補助回帰式 (auxiliary regression)に おける係数の有意性検定に帰着するよう解

説を工夫した.も ちろん尤度比検定などでも回帰診断は行えるのだが,回帰診断の主流は最小
2乗法のパッケージを用いた補助回帰式にあると筆者は理解する.

回帰診断とは回帰式における諸前提に対する検定の総称である.主たる内容は誤差項に関す
る諸前提の検定と回帰式の定式化に関する検定に三分できよう.本論のうち誤差項については
静学的および動学的回帰における系列相関,分散の均一性,正規性そして両者の混合検定を扱
う.不均一分散のもとでの推定法ならびにARCHモデルの解説も与える.ま た回帰式の定式化
についてはRESET検定のみを解説する.前者については残差のCUSUM検定やコンログラ
ムによる診断が抜けているし,後者についてはChow検定に代表される回帰係数の安定性,入
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れ子関係にない (non‐ nested)回帰式の検定,そ して回帰式に含まれる説明変数の選択問題が抜
けていることに賢明な読者は気づかれるであろう。回帰式の安定性については最近のCROSS
VALIDATIONと か ROLLING REGRESSIONと いった華やかな名のもとの分析もあるが本
稿では触れない.本稿で取り上げるのは基本的であるが数ある教科書ではあまり扱われていな
い諸問題や,比較的新しいが既に計算パッケージに含まれている手法のうち重要と思える検定
である。

最終の第 3章は非定常時系列の問題を解説する。非定常時系列分析は回帰診断の範疇から飛
び出した課題かの印象を与えるかもしれないが,時系列が定常であるという時系列分析におけ
る前提に対する診断検定であることには違いない.ま たいうまでもなく,計量経済理論におい
て最近十年間においてめざましく発展したのは非定常性分析であって,こ の章無くしては最近
の計量経済学を語ることはできないと考えられる。Fuller[15]は単位根の検定を与えたが,当
時この検定が最近の十年間にみられたほどの重要性をもつに至ると誰が予想しえたであろう

か.同様に共和分の重要性にさえ,筆者を含めた多くの計量経済学者は遅ればせながら気づい
たのである.

非定常時系列に関して滝の流れのように現われ出る最近の諸文献を読み切れていないのはひ

とえに筆者の非力の為である。ただ単位根の検定から始まり,次に誤差修正モデルをそして共
和分の解析に至る最近の分析の主たる内容は今のところ手近な教科書類にその解説が与えられ

ていない.こ のような現状を踏まえれば,計量分析にたずさわる人々にとっては基本的な手法
の概説も教育的な価値があろう.ただし3章で説明する最尤法を中心とした手法が将来にわた
り支持されるかどうかについては,異論の残るところであろう.本稿で扱わない共和分分析に
おける分布論上の展開は本号の「統計的時系列分析の現状と展望」の中の田中勝人氏による解

説を参照されたい.

1章 系列相関の検定

1.1 静学的回帰

線型回帰式を

(1.1) At:ri?*u.t, t:I,"',n

と記そう.ただしぶ は,定数項を含むκ個の説明変数の観測値からなる行ベクトルである.以
下の分析では,しばしば回帰式を一般化してグはπ期にわたる観測値からなるπ×1ベクトル,
Xはκ個の説明変数に関するπ個の観測値からなるπ×κ行列,β はκ個の未知回帰係数から
なるκ×1ベクトル, %は π個の誤差項 (%ι)か らなるπ×1ベクトルとする.さ らに。 bを β
の最小 2乗推定量ベクトル,0を π個の最小 2乗残差 (θι)からなるπ×1ベクトルとしておく..
便宜上θのラグ・ベクトルをθ_1,θ _2な どと表現するが,ラ グ・ベクトルの未観測値 οOな どは
0と する.誤差項は一次の自己回帰過程 AR(1),%ι =φ %ι _1+ε ` 

′=―∞,… ,η,に したがっ
ているとする.ただし定常性を保つために,φ の絶対値を1よ りも小であると仮定し,ε′は分
散が ダの標準乱数 (ホ ワイト・ノイズ)と する.検定の帰無仮説は JfO:φ=0,対立仮説は凡 :

φ≠0である。計量分析の実証的な作業のなかで,誤差項の系列相関の検定,お よび系列相関を
棄却できなかった場合の推定問題は非常に重要な位置を占める.実際,次に説明するDW(ダ
ービン・フトソン)検定統計量の値は推定結果の報告に必ず含まれる.そ してDW検定は,そ
れにともなうCO(コ クラン・オーカット)変換および変換後の推定とともに,標準的な計量分
析における常套的な手法を形成しているのである.しかしながら近年にみられる新しい傾向は,

この常套手法を否定する方向にあるということができよう.以下,ま ず古典的な方法を説明す
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る.

1.1.1 ダ…ビン・ワトソン検定 : 検定統計量はDW比 とよばれ,グ =2,″ (θι一θ
`_D2/11,″
ο:,

と定義されている (Durbin and Watson[12]な ど.ま たHarvey[20]及び畠中 [22]4章
にすぐれた解説がある.):この検定統計量が,時系列{yι },′ =1,… ,η に対する系列相関の検定

統計量から生まれてきたことは明らかであろう (Anderson[2],6.5).時系列{y`)の代わり
に,回帰の残差が用いられているのである.こ の式の右辺の分子を展開し,さ らに,γ =
〆ο_ル′ο,と定義すれば,近似的にグ≒2(1-γ )と なる.統計量γはοιとοι lの間の標本自己

相関係数であるから,系列 {ο′}が正の自己相関を持つなら,すなわちγが正の値ならおおよそ

グ<2と なり,負の自己相関を持つならグ>2,自己相関がないならσ≒2と なる.検定統計量グ

は,為 =f一 X(X′X)~lX′ ,スを対角要素が(12¨。21),対角要素の上下が-1,他の要素
が 0であるπ×%行列とすれば,グ =%′逮A″〃ル′Zχ%,と 変換できる.したがってεが正規
分布に従って分布するとすれば,帰無仮説のもとで,グ の分布を計算することができる.こ の
グから』み を除けば,単純時系列の際の系列相関係数を表現する二次形式がえられる.
グの臨界値は説明変数Xに依存するため,Xに応じて変化する.そのため,グ の臨界値の代
わりに説明変数に依存しない上限 (あ)と下限 (洗 )の表が作成されている.これらはグ≦2と

なったとき,すなわち対立仮説が島 :φ >0であると考えられるときに,グ <洗 ならば帰無仮説
Jf。 を棄却し,グ >あ ならば棄却しないと結論するための指標である.洗 <グ <あ となるときに

は結論を保留する.対立仮説が肌 :φ <0の ときには,グ の代わりに4-グ を上と同様に洗 やあ
と比較して結論を出す.と ころがこのような近似法を用いるために,φ が正であるという仮説

の検定においてあ が 2を越える場合が生じる.先に与えたごとγの間の近似式からみれば,φ

が正であるという対立仮説のもとではグが 2よ り大なることは不自然である。

DW検定では回帰式 (1.1)は定数項を含む必要があり,かつ (1.1)の説明変数行列Xは外
生でなくてはならない。もし説明変数Xがラグ付き被説明変数を含むなら行列Xは誤差項と相
関をもつから,DW検 定を使うことはできない.さ らにDW検定は対立仮説が低次のARや
MAモ デルの際にもかなりよい検出力をもつことが知られている(Harvey[20],6.6)。 Savin
and White[39]は ,標本数および説明変数の数についてより詳しい表を求めた.DW検 定で
は説明変数行列χに依存しない臨界値を求めようとしたため,Xに依存しない臨界値の上限と
下限をもって厳密な臨界値に置き換えることが試みられた.しかし,厳密な臨界値の計算を含
んだプログラム・パッケージも市販されている.

1.1。2 コクラン・オーカット推定 : DW検定の結果,誤差項に系列相関が検出された場合に
は,最小 2乗推定量は不偏性および一致性を保つものの有効な推定量ではなくなる.それゆえ
に通常のルーチンプログラムを使うと,係数の有意性があるべき値より強く示される結果とな
る。望ましい推定法は一般化最小 2乗法 (GLS)で,自己回帰係数φが既知であるならば″ιを
Xの第 ′行として,回帰式を

yl_φ 2ク1=/1-φ 2″ 1′βttyl_φ 2ク 1

(υ
`一
φυ
`_1)=(″
ι―φ″

`_1)′
βttε
`, 
′=2,… ,π

(1.2)

(1.3)

と変換してβに関する最小 2乗推定を行うに等しいことが知られている.特に (1.3)式のよう
な変数間の操作を CO(コ クラン。オーカット)変換 と呼ぶ.
通常の場合はφが未知であるので,ま ず第一段階として (1.1)を最小 2乗推定しβの一致

推定量を求め,さ らに最小 2乗残差をもちいて φを推定する.次にその推定値を(1.2)お よび

(1.3)に代入して近似的に有効なβの推定量を得るのである.必要であればこの計算プロセス
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を反復 してもよい.結果 として得られる推定量は不偏ではないが一致性をもち,かつ漸近的に

有効である.係数の有意性検定は (1.2)(1.3)の 最小 2乗推定よりもたらされる′比を用いて

行えばよい.こ の ′比の帰無仮説のもとでの分布は標準正規分布によって近似できる.最尤推

定量をここで導出して,CO法 との関連を見てみよう.対数尤度関数は正規性の条件のもとで,

(1.4) hL∝―夕nσ:_ヮ缶ゴ彗髯

となる.ただしει=%`一 φ%ι _1か つ初期条件は無視する.最大化のための一次の条件は

(1.5)

(1.6)

進了″̀―φ″ι―D{(yι一φy`―D一 (″ι―φ″ι‐)′β}=0

であり,最尤推定量はこの条件を満たさないといけない.φ が既知であれば (1.3)に 最小 2乗

法を応用しても同じ結果をうる.Beach and MacKinnon[5]を 参照のこと.

1.1.3 定式化の誤り(COMFAC分析): 以上がDW‐CO常套法の内容である.そ して計量経
済学の応用文献を見れば理解できるように,最小 2乗推定の度に必ずグ値が示され,帰無仮説

が棄却された際には,系列相関に対する工夫が施されるのである.特にCO法による再推定はあ
たかも当然な分析法と扱われてきた.しかし従来,第 1段の最小 2乗推定と第 2段のGLS推定

結果が違いすぎることに疑念をもつ人が少なくなかった.繰 り返すが,最小 2乗推定も一致性

を保持しており,系列相関の存在によって失うのは有効性だけなのである.それにもかかわら

ず,数値的にかなり異なる推定値が計算結果として得られる事が多い.

回帰式を経済問題にあてはめた際に,誤差項が自己回帰過程に従う様な発生メカニズムは考

えにくいが,逆に誤差項が MA過程をもつような経済メカニズムは生じやすいといわれる.こ
のような背景のもとで,DW検 定は系列相関の検定ではなく,回帰式からの説明変数の脱落,
あるいは定式化の誤りの検定であるといわれるようになった (Hendry他 [23],p1047)。 もし

z`が他の説明変数と独立でかつ回帰式から脱落しているとすれば,誤差項は(z`+ε`)か
らな

る.変数 z`が系列相関を持てば,こ れは誤差項の系列相関として認識されよう.以下説明を加

えよう.

もしDW検定で自己回帰が見出されると誤差項はAR(1)あ るいは,同等だが,%ι =εォ/(1
-φ⊃ と表現できる.そ こで回帰式の両辺に(1-φL)をかけると,回帰式は

クt=πlyサ _1+″

`島

十″
`_1′

」鴨+ει

という形式をとるここの変換で明らかなように,誤差項の自己回帰はラグ付き変数 yι _1と ″
`_1

を回帰式から除いたために生じたのである。もちろん制約〃:風 =―島島 によって (1.6)式 は

(1.3)に帰着する.しかし,制約〃の妥当性は,制約〃を帰無仮説とする尤度上ヒ検定や LM検

定などにより検討すべきものである.こ の検定は実証上大きな意味をもっている。というのは

従来 DW‐CO法で推定されてきた回帰式をこのような一期のラグをもつ動学的回帰式に書 き

換え,制約〃の尤度比検定を行うと,頻繁に制約が棄却されるのである.制約が正しいならば

(1.6)と (1.1)は同等である.しかし, この際も制約を無視して (1.6)を最小 2乗推定した

としても有効性が失われるのみで,一致性は保持される.逆に制約が誤っているならば,(1。 1)

あるいは (1.3)は偏 りのある推定量をもたらすのである.以上のような分析のもとで,制約の

ない動学的回帰式は,DW―CO法 に対立する考え方であると理解されるに至った (Mizon and
Hendry[30])。

説明を繰り返そう.ラ グ操作子をLと すれば,(1-φの を (1.1)にかけて (1.3)が導出さ
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れ,逆に (1.3)を (1-φι)で割って (1.1)が導出される.し たがって (1。 2)式を無視すれば
系列相関を伴う回帰式 (1.1)は (1.6)の特殊形にすぎないと理解できよう.あ るいは,先の
制約のもとで生じるCOMMON‐FACTOR,因 数分解の意味での共通因子,(1-島ι)で両辺
を割ってえられるのが,静学的回帰式 (1.1)である.こ の割り算において,ει/(1-φ助 を %`
と記せば,2`=φ %`_1+ε

`を
満たすから誤差項の系列相関が生じる。つまり誤差項の系列相関

は,制約付き回帰式の表現を単純化したために生じるのである。以下,制約に誤りがある場合
を分析しよう :属 =―島島 +μ とすれば,(1.6)は

(1.7) (a, - 6u, _r):(r, - Qrr_)' B 1 sr_y' p t et

となり,″
`_1′
μがCO変換式で欠落していることがわかる.さ らに(1.7)を (1-φ⊃で割れば

yι =χ

`β

十為_lμ十%`

と表現できる.こ こで,zι =像サ_1+″ιとなることに注意されたい.制約のない(1.6)の観点か
ら (1.1)式を見ると,(1.1)式 では″

`の
分布ラグ変数 zι が欠落しているのである.回帰式の

正しい定式化が (1.8)で あるときに (1.1)式 を最小 2乗推定した場合には,推定量が偏りを
もつことは明らかであろう.ま た先に述べたように,〃:μ=0を検定するには,(1.8)に おける
zι _1の有意性を調べるより,(1.6)と (1.3)を尤度比検定で比較するほうが手続き上はるかに

容易である.ワ ルド検定についてはMaddala[29](pp.255-257)を 参照されたい。
1.1。 4 他の検定法,特に補助回帰法 : 系列相関の検定法としてフォン・ノイマン比などいく
つかの検定統計量が知られているが,最近よく利用されるのはLM(ラ グランジュ乗数)検定で
ある.以下対数尤度関数 (1.4)よ り,未知母数の列ベクトルをδ,未知母数に関する誤差項の
一次微分列ベクトルをωι=(∂ε力δ)と すれば,LM検定統計量は一般的に

(1.8)

(1.9) L″=#・ι″Kttιωの‐励′ει

ともとまる。分母と分子に含まれる未知係数は帰無仮説のもとで推定すればよい.帰無仮説の
もとでの漸近分布は一般に自由度が「検定される制約の数」のカイ 2乗分布である.同様にLM
検定は残差 ο

`に
関する物 への回帰式,ο′=πδ+error,よ りえられる決定係数 R2を用いて,

%R2と定義できる (Godfrey[18])。 決定係数 R2は回帰式の適合度を示す指標で, 1-(残差
2乗和/被説明変数の平均まわりの変動和)と定義される.回帰式における誤差項の系列相関
を検定する本章の問題では,ω

`=(∂
ε力φ,″

`)′

である。ここで 1次微分はο_1で推定でき,か
つο
`と
″′は直交するから,LM検定統計量 (1.9)は

(1。 10) LM : &- e' e -t( e\ M xe - r)- 
| e'-r e

と最小 2乗残差により表現できる.自由度 1のカイ 2乗分布を漸近的な帰無分布とすればよい.

残差に関する回帰式の方式で考えると,LM検定統計量は,οι=χ
`β

+φο
`_1+error,に

おける

決定係数 R2の π倍になる.(常套的にはル多を両辺に掛けて決定係数を求めればよい.)さ らに
LM検定統計量は帰無仮説のもとでφの′比の 2乗にも漸近的に等しい.ただし分母の違いに
より,%R2ょ りFや ′の方が大きな絶対値をもつ.こ の′比は

(1.11) yι =″

`β

+φσ
`_1+error

という回帰式のφに関する′比と同等である.漸近的な帰無分布は標準正規である.こ の(1.11)
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式は,補助回帰法 (Auxiliary Regression Approach)と してよく知られる一般的分析法の一

例である.最小 2乗法のルーチンプログラムを利用している場合には,第一段でもとまった最

小 2乗残差を,一期のラグを付けて説明変数の一つとして回帰式に含め,再推定すればよい。

補助回帰より計算される′検定もLM検定も漸近的に等しく,帰無仮説のもとでの漸近分布は

標準正規である。これらの検定法は,正規性に強く依存したDW検定 (あ るいはその臨界値)

と一線を画していることにも注意すべきである.

1.1。5 MAモデルの推定および MA過程の検定 : DW検定は対立仮説が MA過程の際にも

よい検出力を持つことが知られている.従つて,DW検 定で帰無仮説が棄却されたならば,回

帰式のMA推定も試みられなくてはいけない.帰無仮説が棄却された段階では誤差項のARモ

デルとMAモ デルは同等に扱われる必要がある.以下 MAモ デルの最尤推定法を説明しよう.

一次のMA過程を,zι =ειtt θε`_1,と 記すと,尤度関数は (1.4)の
ままであるが,ε

`の
内容

が %ι 一θει_1に 変化する。係数βとθに関する最尤推定量 は,ωι=(∂ε力とめ)と しGauSS‐

Newtonの一般式

(1.12) δ(汗⇒=aの一(自ὼ
″
の-1年彗"ιει)

に未知係数の初期値を与えて,反復計算して求めればよい.こ こでει=(ク `― “̀β
)一 会のει_b

(∂ε力β)=一 ″
`一
aの (∂ει_1カβ),(∂ε力θ)=―ει-1~aめ (∂ει_1カθ),ε `の

一次導関数の初期値とε0

の初期値は0と することが多い.ま た情報行列はブロック対角であるから反復計算はβ
とθに

関して独立に行えばよい.要するにβとθの推定は,ε `の (∂
ε力β)への回帰と,εtの (∂ε力θ)

への回帰から成立する.誤差分散σ:の帰無仮説のもとでの推定は自明であろう。

ここでθを所与としてβの推定を考えてみよう.Gauss―Newton法では勧 =(∂ε力β)と し

てβ(J+1)=β (の一σω″
`)~lσ

ω
`ε
O, となり調整項はβ(め およびθで評価される.他方,yま およ

びダ を,各々 yι と″ιの分布ラグ変数 (1+θ⊃
~lν
ιおよび(1+θι)~1″

`と
すると,ε`=(1

+θ助
~12ι =グーダ′β(づ),と なり,また (∂ειわβ)=一″斉となる.だからGauss― Newtonの 結果

は,所与の θのもとで βOにかかわらず,β =(Σン声″ナ
′
)~lΣ″ナクま,と なる.こ の推定量は誤差項

のMA(1)仮定のもとで回帰式を(1+θの で割り,回帰式を,y斉 =″声
′
βtt ε`,と

変換した上

で最小 2乗推定して求まる.AR(1)の CO変換と同等に,MA(1)に 分布ラグ変換を応用

したのである.注意すべきことは分布ラグ変換は,例えば y斉 =y`一 のι_1*な どと反復計算で数

値が求まることであろう.

最後に島 :θ =0の LM検定を導いてみよう。LM検定量は回帰式ει=θ (∂ε力θ)+(∂ε力β)β

十errorの決定係数を R2と すればπR2と なる.ま た帰無仮説のもとではε`=%ι ,(∂
ε力θ)=

―ε
`_1=~%`-1,(∂

ε力β)=一″`で
あるから,回帰式 %`=θ%ι _1+ぶβtterrOrの 決定係数を R2と

して,L″ =πR2と なる.帰無仮説のもとで %ι は最小 2乗推定の残差 θ`で
置き換えればよいか

ら,π

「

は(1.10)と 一致する.つ まり対立仮説のもとで誤差項が MA(1)で あろうとAR(1)

であろうと,LM検定統計量には変化が生じないのである.こ の結果は高次のMAお よびAR

モデルについても維持される.補助回帰式を用いた検定も,全 く同じ結果をもたらす.

1.2 動学的回帰

1。2.1 ダービンの h検定 : 説明変数にラグ付き被説明変数が含まれると,グ統計量において

誤差項ベクトルと説明変数行列が相関をもつため系列相関の検定にDW検 定を用いることは

できない.代わりにDurbin[11]の考案したh検定が使われることが多い.回帰式はラグ付き

被説明変数を含めて
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(1.13)  yι =βlyι _1+… 。十βJι _s+″

`β

+%ι , %`=φπι_1+ε`(′
=1,¨。,%)

とし,LM検定の導出を説明しよう.回帰式が (1.13)であっても尤度関数は (1.4)の ままだ
から,誤差分散の推定量は帰無仮説のもとで

“

=Σ%タル となる.以下φのスコアは帰無仮説の

もとで

(1.14)
一∂lnL_Σ娩_lει
″∂φ
~″
♂

となる.ま たφの平均情報行列を一部計算すると

(1.15)

(1.16)

(1.17)

∂21nL

π∂2φ
~

だから,帰無仮説のもとで評価すれば近似的に 1になる.φ とラグ付き被説明変数の係数に関
する2次導関数は

となる.同様の 2次導関数を各ノについて求めベクトルにまとめると,帰無仮説のもとで漸近

的に(1,0,… ,0)と なる.外生変数の係数との交差微分はすべて 0である。対数尤度の回帰係

数に関する2次微分行列は,帰無仮説のもとで回帰変数の積率行列を〆で割って求まるから,

漸近共分散行列の (1,1)要素は交差微分ベクトルの情報を使うと,(1-逆転された積率行列
の 1, 1要素)と なる.こ の波括弧内の第 2項は,yι _1を他の説明変数に最小 2乗回帰したと

きの残差 2乗和の逆数にπσ:を掛けた量である.帰無仮説のもとでの最小 2乗回帰を考えれ

ば,こ の要素はvar(輌万bl)と なるので,LM検定統計量.は

鵬
=      片 LS

ι″ =

となる.こ こでγは (1.13)か ら計算されるOLS残差の 1階の標本自己相関係数である.λ 統
計量は力=γ osqrt[π/{1-var(輌石bl)}]と LM検定の平方根で与えられる。この統計量の値は,
回帰式 (1.13)を最小 2乗推定して求められ,帰無仮説のもとで漸近的に標準正規分布にした

がう。なお, 1よ りもπ var(bl)が大であるときは,力 統計量は計算できない.

1。 2。2 他の検定法,特に補助回帰法 : 動学的な回帰式における系列相関も補助回帰式を用い
て検定することができる.%`を (1.13)の残差で定義してε

`=%`一
φ%サ _1,ま た導関数は

(∂ε力β
′
)=― (yι _1,¨。,yι _s,″

`),(∂

ε力φ)=― %`_1だから,回帰式

(1.18)

の決定係数を用いて,

変数の全体をZと し,

(1。 19)

ο
`=β
lyι _1+¨。十βsy′ _s十″

`β

tt φοι-1+errOr

LM検定統計量はπR2と定義できる.ラ グ付き被説明変数も含めた説明
場 を』多 の様に定義すれば,(1。 10)と 同様に

nR, : # e, e _ r( e,_ t M ze _ t)- 
L 

e,_ rc

となる.(1。 18)と の両辺に場 を掛けて決定係数を求めても上式は導出できる.ま たFや ′検

定との差異は分母に見いだされる.帰無仮説のもとでは漸近的に0110_1ル =〆 かつθllZ/m=
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σ:(1,0,¨。,0)だから,(1.19)は近似的に (1.17)に 等しい.さ らに (1。 18)式 におけるφの′

比は,帰無仮説のもとで (1。 19)の平方根に漸近的に等しいから,LM検定のかわりに (1.18)
式におけるφの′検定も利用できる.こ のφの′上Llま ,回帰式

yι =β lクι_1+・・・十βsyι _s十″

`β

tt φσι_1+errOr(1.20)

におけるφの′比と同等だから,こ の補助回帰式を用いて′検定を行えばよい.漸近的な帰無

分布は標準正規である (Durbinの物検定量とよばれる)。

1。2.3 推   定 : 系列相関が存在する場合には回帰式 (1.13)を 最小 2乗推定すると偏り
が生じ,ま た一致性を保つこともできない.CO変換を適用すると,変換された説明変数は (y`_1
~φ yι -2),(χ

`―
φ″
`_1)な
どとなり誤差項は標準乱数 ειとなるが,(y`_1-φクι_2)と 誤差項は相関

する.それゆえにCO変換式に最小 2乗法が適用できないのである.尤度関数は (1.4)の まま

だから,Gauss‐Newton法で近似的に最尤推定が可能である.便宜上,ラ グつき被説明変数を

各々 1個 しか回帰式に含まないとしておこう.ま た定数項も除いておく.ε`=%ι
~φ
%ォ _1である

から(∂ε
`/∂
βl)=― (グ

`_1-φ
y`_2),(∂ε力β)=一 (″

`―
φ″ι_1),(∂ε力φ)=一 %ォ _1と求まり,各未知

係数の一致性をもつ初期値さえ与えられれば反復計算により最尤推定量が求まる.初期値は通

常操作変数法で与えられる.

ここで初期値を操作変数で求め,Gauss‐Newton法で第 2段階の推定量を求めよう.先の 3

つの導関数を―れ,一 &`,~角ιと記し,かつδ
′
=(βlβ
′
φ)と記すと,Gauss‐Newton法はδ¢)

=晟1)+(Z′Z)~lZ′ εとなる。 ところで ε′=(y″ ―√グ′_1)一るιβl― Zι βでかつ (Z′ Z)~lZ′ zlな ど

は単位ベクトルになるから,δ (a=(00φ )′十(Z′ Z)~lZ′ (グーφ井 1)と簡略化される。ところがこの

右辺の第 2項は,回帰式

(1.21) y`一 φ鉾_1=(y`_1-φ クι=2)βl+(″′―φ″ι_1)′βtt φ
+ο-1+error

の最小 2乗推定量である。この最小 2乗回帰が畠中 [21]に よって導出された「残差調整済み

Aitken推定量」で,漸近的に有効である.ただしφの推定量は(√+√
+)とする.

1.2.4 定式化の誤り (COMFAC分析): 静学的回帰において説明したCOMFAC分析をこ

こでも繰り返そう.単純化のため回帰式 (1.13)に含まれるラグ付き被説明変数は 1個のみと

する.誤差項がAR(1)過 程に従うならば,両辺に(1-φL)を掛けかつ係数に関する制約を
無視すると,回帰式の形式は

(1.22) クι=″ly`_1+Π2υι-2+″νL十″`_17Ltt 
ει

となる.つ まり回帰式から yォ _2と ″ι-1が除かれたゆえに誤差項にAR(1)過 程が生じるので

ある.こ の変数を排除する手続きは以下のように説明できる.ま ず変数 yと ,″ の第 グ要素の

ラグ多項式は,各々(1-島L一島L2)ぉ ょび属グ(1+(Lづ /13`)L)である.この全てのラグ多項式

に共通因子1-φLが含まれるなら,(1.22)の両辺を(1-φので割ることにより (1。 13)が導

かれる.そ してこの変換により誤差項に系列相関 AR(1)が 生じるのである.そ のためには,

制約 〃:島 =φ ttβl,島 =― βlφ,屁J=一 風グφが保持されないといけない.以上の分析より,制

約″の有意性を検定して初めて,(1.22)式ではなく (1.13)式 を推定する妥当性が生まれるこ

とがわかる。 (1.22)式 は最小 2乗推定すればよい。制約が正しい時でもこの最小 2乗推定は一

致′隆を保つ.帝J約が誤っている場合には,(1.13)の推定は偏 りを生じるものである。もし %ι が

AR(2)で あれば,%`=ει/(1-φι―φ2ノ)な どと表現できるが,こ の場合は (1.22)式にさ

らに yι _3お よび 銑-2が含まれることが理解できよう。 %ι が ARMA過 程の場合などに分析を

拡張することは容易である.
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1。2.5 MAモデルの推定および MA過程の検定 : 静学的回帰の場合と同様に回帰式 (1.13)
の誤差項が MA(1)過程により発生しているとしよう.こ のような回帰式は特にARMAXモ
デルとよばれる.被説明変数はAR構造,誤差項はMA構造をもち,そ して説明変数″が回帰
式に含まれるからである.正規性の仮定のもとでは尤度関数は (1.4)と なるから,Gauss‐
Newton法は (1.12)式の方式で与えられる.ま たει=yι一βly`_1-″

`β

~先ι_1だから,ειの

未知母数に関する導関数は (1.12)以下の計算に∂ε力βl=― y`-1-θ (∂ε
`_1/∂
βl)を力日えればよ

い.ειおよびその導関数は適当な初期値を与えれば反復計算によって値が決まる.ただし,操

作変数法などにより未知母数の一致推定量が初期値として与えられれば,第 2段階で一致かつ

漸近的に有効な推定量となる.θ の一致性をもつ初期値は,γが近似的にθ/(1+θ
2)になること

を用いて求められる.帰無仮説のもとで誤差項を標準乱数とするLM検定も容易に導くことが
できる.帰無仮説のもとでは∂ει/∂β=一″ι,∂ε力θ=一ε

`_1,∂
εr/aβl=―クr-1であるからLM検

定統計量は (1.19)に一致する.さ らに帰無仮説のもとではLM検定統計量は力統計量の2乗
と漸近的に等しい.

1.2.6 高次の系列相関 : 動学的回帰モデルにおいて誤差項が高次の自己回帰過程 AR(夕)に

従うかどうか検定するとしよう.つ まり誤差項の発生は %ι =φl%`_1+… 十φp%サーptt ε`だ
が,帰

無仮説では誤差項は標準乱数とする.こ の場合,ラ グ付き最小 2乗残差を用いると,補助回帰

式は

(1.23)

となる.そ して

(1.24)

yι =βlク
`_1+¨
。十βsy`_s+″

`β

tt φlο
`_1+¨
。十φρθι_p tterror

LM検定統計量は,ル を両辺にかけて決定係数を求めれば

nR':#e'W(W'MzW)-tW'e

となる.ただし7はラグ付き最小 2乗残差を列とするπ×夕行列である.対立仮説のもとで誤差

項が夕次の移動平均過程 MA(夕)に従う場合にも,LM検定統計量は (1.24)に 一致する.漸
近帰無分布は自由度が夕のカイ 2乗分布である.F検定では分母が変わり,LM検定統計量より
も大きな値をもたらす.

静学的回帰では対立仮説がAR(夕)であろうとMA(夕)であろうと,LM検定統計量は一層
の簡略化が可能である.まずZにラグ付き被説明変数が含まれないためp lim(7′ Z/m)=0であ

り,帰無仮説のもとでは異なるラグ付き残差間の相関も漸近的に 0で ある.だから

(lμ)″
′
]多7は σ21で近似できる。結局LM統計量はηをグ次の標本自己相関係数として,

L″笙%Σ J=1,pγ′と単純化できるが,こ れは風呂敷 (Portmanteau)検 定統計量である.こ の統

計量とBox‐ Pierceの Q統計量は漸近的に同じである.LM統計量も風呂敷統計量も,漸近的な

帰無分布は自由度が夕のカイ 2乗分布である.

今までの分析では帰無仮説のもとで誤差項に標準乱数が想定されたが,対立仮説が ARであ
ろうとMAであろうと,その次数が同じであれば同じ検定統計量がもたらされた.しかしこれ
は一般的な結果ではなく,通常は帰無仮説が ARMA(夕 ,2)な らば,対立仮説が ARMA O十 %,

α)か ARMA(夕 ,α十%)かによって検定法は違ってくるのである.紙面を節約するために証明
などはしないが,た とえば帰無仮説ではARMA(1,1),対 立仮説ではARMA(1,2)あ るいは
ARMA(2,1)と する例を分析すれば,違いは明らかになるだろう.いずれにしてもLM検定
統計量は,ειを (∂ε力β,∂ε力φ,∂ε力θ)な どに回帰する際の決定係数 πR2に より定義できる

のである (Godfrey[16],[17]).
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2章 その他の検定

2。1 不均一分散
回帰式 (1.1)において,通常は誤差分散は全観測期間にわたり均―であると仮定される.不均
一分散の状況では最小 2乗推定量は有効性を持たず,さ らに標準誤差の推定に偏りが生じて誤
つた検定結果がもたらされる恐れがある.特に′検定統計量の分母が過小評価され有意性が逆
に過大評価されてしまうことはよく知られている.畠中 [22](2章 )に不均一性に関する優れ
たサーベイが見られる.

不均一分散が生じる回帰式の一例を紹介しよう.通常,回帰式 (1.1)の係数ベクトルβは定
数と仮定される.も し係数ベクトルが時間に依存するとすれば,(1.1)は ,yι =″

`β
`+%`,の

よ

うに書き換えることができる.こ こでβιは′に依存して変化する (力 +1)× 1のべ.ク トルだが,

特にβιが未知の平均 ん のまわりで確立的な変動をしているとし,βι=ん十ε
`,と
定式化され

るとしよう.ただしε
`は
%`と 相関の無い確率変数ベクトルでその分散はσ:fと する.推定す

べき母数をん とすると,%ι の平均はゼロ,分散は一定であるとしても回帰式の誤差項は新た
にυι=嘉ε

`十
%ι と定められ,分散はσ子=〆″

`″

ι+σ
2と
不均一になる.

2.1.1 不均一分散の検定 : Breusch and Pagan[6]は ,誤差項が不均一な分散を持ってい
ないかどうかを検定するためのラグランジュ乗数検定法を導出した.以下説明しよう.回帰式
(1.1)において,その誤差項は平均ゼロ,分散 σ:=ん (z`α),の独立な正規分布に従うと仮定す
る.こ こで関数 力(0)は特定化されていないが時間に対して不変であり,2次導関数が存在する
と仮定する.α は制約のない夕×1の母数ベクトルで,回帰係数βとは無関係であるとする.誤

差分散の説明変数 z`は,回帰式 (1.1)の説明変数″tと は異なる独立変数で,その第 1要素は
定数とする.以下考察される検定では,帰無仮説では誤差項は均一分散であるとされ,対立仮
説では不均一であるとされる.つ まり帰無仮説のもとでは定数項以外のα係数は0である.こ
の不均一分散の一般的な表現は,諸文献に現れるほとんどの定式化を含んでおり,σ:=exp(z:α )

とかσ:=(z:α )滋 も可能な定式化である。ふさわしくない関数形としては,例えば,〆 =z`α が定

数項を含まない場合がある.ま たσ:が E(yr)2に正比例するなら,や はり帰無仮説が対立仮説に

含まれないから利用できない.実際は簡便さのためσ:=z`α を採用することが多いようだ.″
`と

zι はAmemiya[1]に よって与えられた正則条件を満たすものとする.
回帰式 (1.1)か ら求まる最小 2乗残差ベクトルをοとし,誤差項の分散の推定量を s2=〆。ル
とする.対立仮説のもとで誤差項の分散がσ:=力 (z:α )と与えられるなら,均一分散の帰無仮説
を検定するためのラグランジュ乗数統計量は次式で与えられる.

L″ =(1/2)/′Z(Z′Z)~lZ′ /
=(1/2)[θ
′
Z(Z′Z)~lZ′クー%~1(Db`)2]

(2.1)

ここで,分散比を gr=ο :た
2と
し,分散比を要素とする列ベクトルをθ,ん =θι-1を要素とする

列ベクトルを/と する。 (2.1)の最右辺は,θιを z`全体に回帰した時の回帰の平方和から,g`
の平均の平方の %倍を引いて 2で割ったものになっている.こ の検定統計量は帰無仮説のもと
で漸近的に自由度 クー1のカイ 2乗分布にしたがう.LMを 計算するためには,対立仮説のもと
でのベクトルαの次数夕があらかじめ決められていなくてはならない.補助回帰式法では,回帰

式

(2.2) ο:=z`γ +error

において,定数項以外の回帰係数に関するF検定などによっても不均一分散の検定を行うこと
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ができるeLM検定統計量は上式にИ =I-1(1′ 1)~11′ を掛けて勿R2を求めればよい.こ の場合
は分母がο夕の標本分散になるが,こ の標本分散は誤差項の 4次の積率の推定量であり,正規性

の仮定のもとでは2s4も推定できる.こ の置き換えをすると,補助回帰式によるLM検定は(2.
1)の LM検定と一致する.いずれにしろ,LM法の検出力は他の検定統計量よりもたいして劣
らないから,計算の簡単さも考慮すればLM法は応用に適した検定法である.
2.1.2 不均―共分散行列の推定 : 回帰式 (1.1)の誤差項が不均一分散を持つとき,誤差項の

共分散行列を対角行列Dと記そう.未知母数βの最小 2乗推定量らの分布は,平均はβ,共分散

F予夕」は

(X′ X)~lX′ DX(X′ X)~1(2.3)

となる. もし(1.1)の誤差項の分散が均一ならば,E(%%′)=σ
2」 となり,σ

2の
不偏推定量を使

って推定量の共分散行列の推定量が求まる.しかし分散が不均一ならば,(2.3)に は未知母数

の行列Dが残るから,(2.3)を使ってβに関する統計的推測を行うことはできない.例えば′

検定統計量でさえ標準的な計算公式を使ったのでは過大評価されてしまい,有意水準が大きく

なりすぎるのである.よ り正確な推測を行うには少なくともDの行列の一致推定が必要である.

しかし不均一分散の仮定のもとでD行列には既にπ個の未知母数が含まれるため一致推定は不

可能である.White[44]は ,モデル (1.1)の最小2乗残差より求めた行列D=diag(ο f,… ,ο月)

を (2.3)の Dと置き換えれば,(2.3)が一致推定できることを示した。

いま回帰式 (1.1)において,(ぶ ,%ι )は ′に関して互いに独立だが必ずしも均等に分布しな

い (i.n.i.d)%個の確率変数ベクトルとし,χιと %ι は共分散を持たないとする.ベクトル (“
′
`,

πι)に対するi.noi.dの仮定は,回帰式の誤差項が不均一分散を持ちかつ説明変数が確率的であ

るという状況を許すものである.こ こで 7=E(Xつ X滋),″ =E(χ′X/m)と し,さ らに最小 2

乗残差をσιとおいて,フ =π
-lxつx,と定義する.そ うするといくつかの仮定のもとで,7は

アに強収東する.推定では,自 由度を調整するため,%/(%一 カー1)を掛けることもある.様々な

仮定のもとで,分布収東πV2 7-ν 2〃(b_β )→Ⅳ(0,ム ),も証明できる.さ らにβに対する線型

制 約 〃0:Rβ =γ が与 え られ た と きラ グ ラ ン ジ ュ乗 数検 定 は %(Rわ 一γ)′

[R(X′X滋)~1ス X′X/2)-lR′ ]~1(Rι ―γ)と なり,帰無仮説のもとで漸近的に自由度がRのラン

クに等しいカイ2乗分布になる.証明の難しさは行列うの次元が%と ともに増加することにあ

る.
2.1.3 系列相関のある場合 : 次に不均一分散のみならず系列相関も存在する場合の誤差共

分散行列の一致推定法を解説しよう。 (Newey and West[32]).(1.1)の代わりにク`=/(″ `,
β)十 %ι ,の ような非線形回帰式の推定を考える.ただしβは未知母数の夕×1ベクトル,″`は
(ル +1)の行列で確率的であってもよいとする.γ ×1(γ≧夕)の操作変数ベクトルを妨 とし,各

行が ω

`か

らなるπ×γの操作変数行列を7と する.操作変数推定量は,%′ Rυπを最小にするβ

である.ただしん =″(″′7)~1″′である.
このようにして求められたβの漸近分布の共分散行列は,Dι =″ (″ι,β )わβ,Dι を列とする

沙×π行列を
'と
し,S″ =ふ ,″ぷ,″E{%μ sω″

`}ル

, とすれば,

(2.4) y=plim″ →∞(D′P7D/m)-lIソ ″(″
′
7)~lS″ (″

′
″)~17′ D(D′几りD/%)~1

と与えられる.ア の一致推定量では S″ の推定に工夫が必要である.最 も単純な推定量として,

Sπ =Ω ttΣ l,π(a+2),c=Σ J+1,″ {クιク
`_″
″

`_J}ル

が考えられよう。S"は物を適当に選ぶこ

とによって一致性を持つようにできるが,与えられた観測値総数に対しては非負定符号である

とはいえない.S″ が非負定符号にならなければ共分散行列が非負定符号にならない可能性がで
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てくるので,バー トレットのウインドーを使つた次の推定量が提案された。

(2.5)    S″ =島十呂ω(ノ,%)02+』り,ω (ノ,%)=1-[〃(%+1)]

この推定量は非負定符号であり,誤差項に不均一分散のみならず自己相関が含まれていても,
S″ の一致推定量になることが証明された.ただし%は標本の大きさ%の関数であって %と とも
に増加するが,その増加速度は %lμ より遅いとされる.実証上は観測値数が 100な ら5位にお
かれる。

線型回帰式(1.1)に以上の結果を応用すると,操作変数行列は説明変数行列に一致するから,
最小2乗推定量の漸近共分散行列は(χ

′
X/m)-lS″ (X′X/m)-1と なる.2の推定には最小2乗

残差と説明変数ベクトルを用いればよい.ま た自由度を調整して,π/(η一カー1)を掛けることも

ある.
2.1.4 ARCH: 経済分析における予測の誤差の大きさにはかなりの変動がみられる.しかも
予測誤差は,大 きい期間がしばらく続いた後小さい期間が続 くというように,大小が継続して

生じる傾向がある.あ る期の誤差項が大きな値を示せば将来にわたり不確定性が増すのである.

Engle[13]の ARCH(Auto Regressive Conditional Heteroscedasticity)モ デルによれば誤

差項のこのような変動を理解することができる.ま たある回帰式の残差が上記のような変動を

する場合,回帰式から変数が欠落していたり経済構造に変化が起こっている可能性 もあるが,
ARCHはこのような想定上の誤りを検出しているとも考えられる.ARCHでは,銑 _1={α

`_ぁ

″
`_′
;グ≧1,ノ≧0}を所与したとき,回帰式 (1.1)における誤差項の条件付き分布が,平均0,

分散

σ:=的 +街 %:_1+… +鈴%:_p

を持つとする.た だし,未知係数 αについては的>0,の ≧0,… ,の≧0であるとする.説明
変数 ″
`に
はラグ付き従属変数が含まれていてもよい.こ のような設定のもとで,誤差項の期待

値は条件付き期待値をくり返し計算することにより0に なる.誤差項の分散はやはり条件付き

期待値を順次 くり返して計算すれば,1-ΣJ=1,peZづ =0の全ての根が絶対値で 1よ り大きいとい

う条件のもとで的/(1-Σづ=1,pαJ)に収東する.さ らに同様な計算により誤差項間の自己共分散も

0になる.しかし誤差項はその条件付き分散が一期前の誤差項に依存することから理解できる
ように,互いに独立ではない.例えば,二つの誤差項の 2乗の自己共分散は0でない.こ のよ
うな状況のもとで最小 2乗残差を用いてDW検定を行っても系列相関を見い出すことはでき
ないだろうが,残差の 2乗には有意な系列相関が見い出されるかもしれないのである.しかし
ながら,誤差項が独立には分布していないので最小 2乗推定量は有効性は持ちえない.以下,
ARCHの状況のもとでの推定及び検定法の解説を行う.ただし誤差項の条件付き分布は正規で
あると仮定する.

誤差項の条件付き分布に正規性を仮定しても,誤差項ベクトル %=(21,… ,%″ )′ の条件のな
い同時確率密度関数は正規分布に従わない.しかし,順次に条件付き密度を考えることにより
同時密度は

/(%1,・ ,̈ %π )=/(%″ lψ鴨_1)/(α″_11ψ揚_2)… /(%1,・・・, %p)

(2.6)

(2.7)

とかけ,仮定よりこの式の右辺の各項は最終項を除いて全て平均 0,分散 σ『(′ =2,… ,π)の正規

分布の密度関数の積 となる.したがって対数尤度関数は
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%ι =y`一 幼βとする.い まz`=(1,%:_1,¨ 。,%:_p)′ とおくと,α とβ

(2.8)

で近似で きる。ただし,

のスコアは直交 していて

(2.9) 午 =夢ヮ畿く子一シ

″
一〆

１

一２
＋σｎ

１

一２
″「ん屁

１

一
π
一
笙Ｌｎ

となる.情報行列の導出は困難だが,ヘ ッシアンの条件付き期待値を繰り返し計算すれば

(1/2π )ΣιE(2′

`ル

:)と なるcこ の関数形を用いて F=(1/2π )Σι(z′
`ル

:)が情報行列の一致推定

量になることが証明された (Harvey[20],p.222を 参照されたい).正規分布の場合と同様に,
スコアの 2乗からも情報行列を導出できる.こ れらを使って未知母数 αの推定が行える.β に

関するスコアおよび情報行列は複雑であるので示さないが,Gauss‐Newton法によって推定が

可能である.

検定においては帰無仮説では街が誤差項の均一分散になり,他のα係数は全て0と おかれ

る.従つてL〃 検定統計量は最小2乗残差οιを用いて,(ο :/aO)-1を要素とする列ベクトルを

/と し,か つ ο
`に
よって置 き換 え られ た z`を 行 とす る行 列 を Zと す れ ば,LM=

(1/2)/′ Z(Z′Z)~lZ′ /, となる.従って,(2。 1)およびそれに続く分析と同様に,帰無仮説αゴ=
0(′ =1,…,夕)の L〃検定は補助回帰式

(2.10) θ:=的 +受αJο :_づ +error,

の %R2と _致する.
2。2混 合 検 定
標準的回帰分析では,回帰モデル (1.1)の誤差項 %ι に次の 3つの性質が仮定される.
1)%ι は正規分布に従う (こ の性質をⅣと略記する),

2)%`の分散は均一である (こ の性質を〃と略記する),
3)%ι は系列相関がない (こ の性質を」と略記する).

既に 1章において誤差項が Iを満たすかどうかを検定する方法を説明したが,そ こではあらか

じめⅣと〃は満たされると前提されていた.ま た 2.1節においては誤差項が〃を満たすかどう

か検定する方法を説明したが,そ こではあらかじめⅣとIは満たされると前提されていた。Ⅳ

の検定についても同様で,誤差項に関する正規性の検定でも,〃 とIは満たされると前提した

上で,Ⅳを検定するのである.

Jarque and Bera[24]は ,こ のような検定方法を「一方向検定」と呼び,一方向検定では

検定される性質以外の仮定の妥当性に検定結果が強く依存することを指摘した.そ して,検定
に先立ってあらかじめ他の性質が仮定されるよりは,む しろⅣ,″,Iの 3つの仮定を同時に検

定した方がよいという視点に立ちその手法を示した.以下この混合検定の説明をしよう.
2。2.1 尤度関数 : いま,回帰式 (1.1)の説明変数行列Xは定数項を含むとし,さ らにXは
Amemiya[1]で与えられた正則条件を満たすものとする.ま た,(1.1)の誤差項はAR(夕 )
すなわち,%ι =換 %`_1+… +ル %ι _p+ει,に従い,ε

`は
標準乱数である.こ こでειの密度関数

θ(ει)は単峰で分布の裾は横軸に滑らかに漸近するピアソン型の分布族に属すると仮定しよ

う.つ まり
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-oo<€r(@,

グ(″)=∫ [(σ l―″)/(のι―εl″ +Q″ 2)](ヵ とする.εlは密度関数のモードである.ま たE(ε:)=
鈍/(1-3の)で,σl=Q=0の ときθ(ει)は平均ゼロ,分散 Qι の正規密度関数になる。ここで分
散は不均一分散

“
=σ2+z`α であるとしよう.ただし ztは ,× 1の外生変数ベクトルで,2.1節

の正則条件を満たすものとする.α=0の とき分散は均一である.以上の条件のもとで対数尤度
関数は次の式で与えられる。

s(e,): expl w (, )1 l\l-exp[ {r (e,)f de,,

(2.12) 1(o,の ,σ
2,α
,γ)=―自h[∫ :∞exp ψ(ε′たたι]十自″(a),

ここで乃=Σ f=1%′れは誤差項 %ι の標本積率,/J=(%タル2)~1は不均一分散の要素でそのベク
トルを/,M=L-1(1′ 1)~11′,場 は誤差項 %ォ の自己相関関数でそのベクトルをγ,尖度をみ1
=μζル
',歪

度をあ=μ4ル

`,と

定義すると,先に述べた3仮説のラグランジュ検定統計量は次の
ようになる.

L″ =%[(b1/6)十 (1/24)(あ -3)2]十π[3μf/(2ル )一μ3μlル
`]十(1/2)[/′Z(Z′″lZ)~lZ7]十 %(γ′γ),

(2.13)

誤差項の系列相関がない場合 %ι は性質 fを持ち %ι =ειであるが, このときεl=Q=0な らば
θ(ει)が正規密度関数になるから性質Ⅳを持ち,さ らにα=0な らばε

`の
分散は均―であるか

ら性質〃を持つことになる.

2.2.2 ラグランジュ乗数検定 : 検定では帰無仮説「%′ がⅣ,〃,Iの性質をすべて満たす」に
対して対立仮説は「全ては満たされない」である.だから,帰無仮説を「α=の =0,α=o,γ =
0」 と定式化できる.ベクトルαの次数は,,γの次数は夕であるから島 の制約の数は全部で
(夕 +σ +2)個 となり,従って検定統計量LMは 島のもとで漸近的に自由度し十σ+2)のカイ
2乗分布にしたがう.                 ′

誤差項 %ι を残差 θιに置き換えても検定の漸近的特性は影響を受けない.回帰式 (1.1)が定
数項を含んでいれば残差の総和は 0と なるからμlは 0に なり,(2.13)の右辺第 2項は消える.
尖度 bl′,お よび歪度 あは各々漸近的に,bl′～Ⅳ(0,6ル),ろ2～Ⅳ(3,24ル)である。それゆえ %ι
が性質Ⅳを持つときには性質″や Iを持つかどうかに関係なく,(2.13)の 右辺第 1項は漸近的
に自由度 2のカイ 2乗分布にしたがう統計量となり,%`が性質Ⅳを持つかどうかの検定統計量
になる.こ の項をιふ各 とおく.ま た,(2.13)式の第 3項は2.1節で示した不均一分散の検定
統計量と同一である.こ れをL為 とおく.さ らに (2.13)の右辺第 4項目 %(γ′γ)は , 1章で
示した系列相関の風呂敷検定統計量である.これをL怖 とおく.以上のことから,検定統計量
(2.13)は,性質Ⅳ,I,〃 の一方向検定統計量の和となっていることがわかる.こ のような混合
検定と特定の一方向検定の差異はいうまでもなく検定のサイズに現われる.
さらに,2ォ にⅣ,I,〃 のうちのいずれか一個の性質が前提されているときに残りの二性質を
同時に検定する検定を「二方向検定」と呼び,それらの検定統計量が次のようになることを示
すことができる.ま ず,%′ にⅣが仮定されているときに性質」,″ の有無を検定する場合は,α
=の=0と 前提されたうえでα=0かつγ=0と いう帰無仮説が検定されることになり,検定統
計量はL″鷹f=L″″十二」怖 となる.こ れは帰無仮説のもとで漸近的に自由度 (`十夕)のカイ 2
乗分布にしたがう.次に,%ι にIが前提されているときに性質Ⅳ,″ を検定する場合は,γ =0
が前提されたうえでα=0かつα=σ2=0と いう帰無仮説が検定されることになり,検定統計量
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はL″躍=L″Ⅳ+ιyfrと 与えられる.こ れは帰無仮説のもとで漸近的に自由度 (2+α )のカイ
2乗分布にしたがう.第二に,%′ に″が仮定されているときに性質Ⅳ,Iを検定する場合は,α

=0が前提されたうえでεl=の=0かつ γ=0と いう帰無仮説が検定されることになり,そ の場
合の検討統計量はL為′=L″″十L‰ と与えられる.こ れは帰無仮説のもとで漸近的に自由度
(2+夕)のカイ 2乗分布にしたがう.

2.3 RESET検 定
Ramsey[37]に よって提案された RESET検定 (Regression Equation Specincation Error
Test)は,対立仮説を特定せずに回帰モデルの関数形が正しいかどうか調べるための検定であ
る.後に検定法はRamsey and Schmidt[38]に よって簡略された.要領良い解説はGodfrey

[18]に も見られる。回帰モデル (1.1)において,与えられた観測値の行列Xは非確率でラン

クは力+1であり,その誤差項ベクトル%は平均が 0で共分散行列 σ21の多変量正規分布に従
うと仮定される.しかし実際には,真のモデルが行列X以外の説明変数を含んでいたり,説明
変数がXの非線形関数になっていたり,あ るいは説明変数が誤差項と独立でない様な場合が考
えられよう.RESET検定は,真のモデルにこのような可育ヒ性があるときに,(1.1)を採用して
よいかどうか調べるための検定法である.

2.3。l BLUS残差 : この検定では最小 2乗残差に代わりにBLUS残差が用いられるので,
まず BLUS残差について説明を与えておく。%の最小 2乗残差のベクトル 0は,0=″筋 で計
算される.独立正規性のもとで, θは平均がゼロで共分散行列が σ2ん の多変量正規分布に従
う.と ころで″xは対角行列ではなく,対角要素も同一でない.すなわち,残差θは互いに相
関を持ち分散も一定しないのである.さ らに回帰モデル (1.1)の行列Xの ランクは力+1だか

ら,互いに独立な残差はたかだか %一カー1個 しかない.Theil[43]は ,こ のような性質を持つ

最小 2乗残差θの代わりとして,平均がゼロで共分散行列が σ
2rの
形になるBLUS残差を提案

した(Harvey[20]).BLUS残 差 οβは次のように計算される.ま ず Zrはベキ等だから P′駐゙
=diag(L_た _1,0)を満たす固有ベクトルからなる行列Pがある.こ のP行列の最初のπ一カー1

列をPlと記せば BLUS残差はθB=gyと 求められ,そ の次数はπ一カー1と なる.ま たん X
=0,2X=0,8Pl=L_た_1だから,BLUS残差の分布はⅣ(0,σ2L_た_1)と なる.
2.3.2 RESET検定 : ク′+1を (1.1)の被説明変数の予測値のノ+1乗からなる%× 1のベクト
ル,さ らに0=gP,7=(ク 2,..。 ,′°+り と定義しよう.こ のように定義された0は定数項およ
びクと直交する.対立仮説島 のもとでは特定化の誤りがあるため,RESET検定では(1.1)
の BLUS残差ベクトル Oβ の平均が未知母数を用いて (ン で近似できるとされる.RESET検
定を行う手順は次の通 りである.先ず,モ デル (1.1)の説明変数行列Xから行列 Plを計算し,
その Plと被説明変数ベクトル yか らBLUS残差 οBを計算する.次に回帰式 (1.1)を最小 2乗

推定して被説明変数の予測値 クを計算し0を求める.さ らに次の様な定数項のない回帰式をた

てる.

(2.14) es: Qs* e

ここで εは,分布が帰無仮説 Jf。 のもとでの θBの分布に等しい誤差項である.も しσ個の係数
がすべてゼロに等しければ BLUS残差の分布は同一になるが,これは帰無仮説が支持されるこ
とを意味する.ゆ えに RESET検定はσ個の係数がすべてゼロであるという仮説のF検定に帰
着でき,検定統計量は帰無仮説のもとで自由度 ε,π―ルー1-ε のF分布にしたがう (A tt RE‐
SET検定).なお,(2.14)において必要とされる クのベキの次数については一般的な規則はな
い.しかし経験的に 3位で十分であるといわれる.
2.3.3 修正 RESET検定 :と ころでこのF検定統計量は
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である.こ こで Plg=絡 を利用してοB′οBお よびοB′ ZoθBの表現を変えれば,こ のF検定統計
量は回帰式 ο=Xβ 十挽叶 errorにおけるαのF検定統計量と同値になる.残差は説明変数X
と直交しているから,こ のF検定は補助回帰式

y=XF+狗 十z

におけるε個の α係数の有意性検定と同値になる.F検定統計量は帰無仮説のもとで自由度 σ,
π一カーσ-1のF分布に従う.イ を (2.16)式 に掛ければ (2.14)式 になることはいうまでも
ない.こ の検定法を修正 RESET検定とよぶ.L〃 検定統計量は(2.16)に ん を掛けて,πR2
を求めればよい.

RESET検 定 は誤差分散の不均一性の検定にも用いられるが,そ の場合 は回帰式 ο=ん
十error,における係数の有意性が問題 となる.被説明変数を残差の 2乗 とする検定も可能であ

る.

3章 非定常時系列

3.1 単位根の検定

3.1.1 トレンド0モデル : 経済分析において重要な非定常時系列の第一は外生 トレンド。モ

デルである.外生 トレンド・モデルは yι =(μ tt β′)+αιだが,誤差項が ,次の系列相関をもつ

ならば,ラ グ多項式 φに )と標準乱数 ε
`を
使い %ご =ε

`ル
(L)と 書けるから,

φ(L){y`一 (μ +β′)}=ει

と変形できる。平均は時間 ′の簡単な関数μ
`=μ
+βιで定義される.平均が変化するから系列

は非定常である.ラ グ多項式の全ての根は1よ り大で定常性を満たすとする.外生 トレンド 0

モデルは,外から与えられた外生 トレンドμιの周辺で不規則に変動する定常過程として定義
される.ト レンドからの誤差は定常だから,過去の変動の影響は時間とともに消滅する。(3.1)

式において平均μ
`が
不変であっても,多項式 φ(ι)の根が 1よ り小となる場合 (発散過程)や

根が 1に等しくなる単位根の場合はやはり非定常過程である.発散過程は,データをグラフ化
すれば視覚的に判定しやすい。また経済分析で扱われる時系列で発散過程を示す系列は,対数
変換によって定常過程か和分過程に変換できるといわれる。逆に,-1の根は現実性が乏しいも
のの, 1の単位根を含む時系列は頻繁に出現しうる。 ところが,様々な実験で示されているの
だが,根が 1の場合は視覚的に定常過程と差異がない場合があるため,非定常であるとの直観
的半J定が困難であるとされる.こ のような時系列属性の区別は,そのデータが回帰分析に利用
される際に問題となってくるが,単位根のある系列を特に確率的トレンド・モデルあるいは階
差モデルとよぶ.

3.1.2 階差モデル : 確率的なトレンド・モデルは,yι =yι _1+%`,つ まり乱歩 (ラ ンダム・ウ
ォーク)で定義される.こ のモデルでは,右辺のラグ付き被説明変数を逐次置き換えれば,y`=
ふ%′,と なる.非確率モデルでのトレンド項は定数βの総和 β′だが,確率モデルでのトレンド

項は誤差項の総和であり,誤差項が標準乱数の際はその誤差分散は時間に正比例して増加する.

時系列が誤差項の和で定義されるから和分過程とよばれる.和分過程では観測期間がいくら大
きくなっても初期の誤差項が yι に残ってくる。その意味で和分過程では時間を経ても記憶が消

滅しない.も し乱歩の誤差項が自己回帰過程で表現できるなら%`=ειあ(L)と なり,ラ グ多項式
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となる.こ の表現は (3.1)に対応している。これに対してドリフト (趨勢と訳される,山本拓

[45]p.233)を もつ乱歩は

グι=μ tt y`_1+ε
`

である.こ のモデルでは,過去の時系列を所与とすれば固定分の変化が必ずあり,その上に不
特定な標準乱数分の変化が追加される.右辺のグを逐次置き換えれば,y`は (″ +産′)と なる.
外生 トレンドが含まれる事は明らかであろう.したがつて外生 トレンド・モデルと確率的トレ

ンド・モデルの比較としては, ドリフトのある乱歩が扱われるべきで,Schmidt[40]の ように

外生 トレンドのある乱歩を考えることには無理があるように思える.外生 トレンドの周辺での

変動が定常か非定常かという問題は,(3.1)と , ドリフトのある乱歩 (3.3)あ るいはφ(L)∠ yι -1

=μ tt ε
`,の
比較に帰着する.ド リフトのある和分過程ではトレンドの周囲での変動は決して小

さくならず, トレンドからの誤差の分散は無限に発散する。%次の階差が定常になる和分過程

を I(π )と記すが,乱歩はI(1)である.定常な部分に単位根がグ個付随している確率過程は,

階差をグ回とった∠
α
クιに関して定常になる. ドリフトがある場合は

φ(ι)∠
αy`=μ tt ει

(3.3)

(3.4)

(3.5)

となる。 yに関して (3.4)を解けば,″次の多項式トレンドが導出される.
3.1.3 単位根の検定 : マクロ経済学では外生トレンド・モデルと確率的トレンド0モデル (階
差モデル)の意味合いは大きく異なっており,そ の違いについて様々な議論がある。(山本 [45],

12章,ま た本章全体にわたっては畠中 [22]を参照されたい).計量分析における直裁的な差異
は,外生 トンンド0モデルでは予測の精度はモデルの作成者に責任が帰するが,確率的トレン

ドモデルでは予測の精度はモデルの作成者に責任が帰さないところにあるともいえよう.こ の

節では,二つのモデルの選択に関する検定を概説しよう.(3.1)と (3.2)式より外生 トレンド・
モデルと確率的トレンド0モデルの差異は

φ(L)(1-ρL){y`一 (μ +β′)}=ε
`

における係数 ρ,β ,μ に集約できよう.誤差項はN〃 (0,σ2)でぁる.係数ρが 1,β =0,な らば

確率的トレンド0モデル,係数ρが 1よ り小でβ≠0な ら外生 トレンド0モデルとなる.

特定の変数が和分過程であるかどうかを統計学的に検定する方法を最初に示したのは

Dickey and Fuller[8]で ある.真の確率過程を和分過程だとする.こ の和分過程を誤って定
常な自己回帰過程と理解して最小 2乗推定すると,φ の推定量に様々な問題が含まれることが

わかった.つ まり,決定係数や ′値のような統計量が通常の分布に従わなくなり,そ こに最小
2乗法の常套的な解釈を適用すると誤った推測結果がもたらされるのである.こ のために単位

根を検出することは,実証研究上大きな意味合いをもってくる.以下,島 :ρ =1,お よび,比 :

lρl<1の検定を分類する.ただしε
`は
分布を特定しない標準乱数とする.φに )が 1の場合は総

じて Dicky― Fuller(DF)検定と呼ばれる.以下 a),b),c)は φに)=1の DF検定で,ま ず対
立仮説を述べる.帰無仮説はd)を除いて,全ての場合についてρ=1,β =0つ まり乱歩,ク`=
ク̀
_1+ε`で

ある.ま たρが 1な ら定数項μは消えることに注意されたい.分布表はFuller[15]

およびDF[9]や山本 [45]に掲載されている。
a)二らのもとでμ=0,β =0,ρ <1の場合,(3.5)式を変型すればyt=ρク

`_1+ε
′となる.
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ρの最小 2乗推定量を′値型に変換して検定を行う.Jf。 :ρ =1である.′ 値は F表を使って検

定する.Fの分布は′分布を負の方向にずらした形となる.棄却域は負の据にある.
b)f島 のもとでμ≠0,β =0,ρ <1の場合,(3.5)式 を変型すればyt=α +ρy`_1+ε tと な

る.対立仮説のもとで定数項が含まれる.したがつて JfO:α=0,ρ =1と書ける。この式を最小

2乗推定し,ρ の′値によりρ=1の検定を み表を用いて行う.ら の分布は Fの分布をさら

に負の方向にずらした形状をとる.棄却域は負の据である.α=0の検定は Fαμ表を使う.α と

ρの両母数に関する尤度比検定は Ol表 を使う.

C)I為 のもとでμ≠0,β≠0,ρ <1の場合,(3.5)式を変型すれば yι =α ttβ
′′十″ι_1+ει

となる.対立仮説のもとでトレンド項と定数項が含まれる.したがって JfO:α =0,β
′=0,ρ=1

と書ける.こ の式を最小 2乗推定し,ρ の′値により Fτ 表を用いてρ=1の検定を行う.Fτ 分

布は らの分布をさらに負の方向にずらした形となる.棄却域は負の据である.α とβ
′
に関す

る′検定は,各々 れτ表と みτ表を用いる.α,β
′
,ρ の尤度比検定はの2表を使う.

d)帰 無仮説の下で特にαに制約を課さない場合,ff。 :β′=0,ρ =1の尤度比検定は 03表 を

使う.ρ=1の検定は Fτ を用いる.
e)の (L)が 1でない一般のラグ多項式の場合,検定は拡張 DF(ADF)検定と呼ばれる.
ドリフトとトンンドが含まれるなら,(3.5)式 を書き直して

At: p* B, * TrUt-t+ "' + TpAt-p'l €t

となる.誤差項は標準乱数である.も し自己回帰式が単位根をもつならば (3.5)に含まれるラ

グ多項式より,1=η +… +ら となる.こ こで (3.6)を 関係式 グ`_J=~∠
y`_J+1-… ~∠yt_1+y`_1

を用いて変換すると

Ut:Q* Bt* put-r* erlat-t+ "'+ aplut-p* €t

(3.6)

(3.7)

(3.8)

と書けるが,特にρ=η十一十らであり帰無仮説のもとでρは1に なる.(ラ グ多項式 φ(L)の

テイラー展開によってこの変換を求めると,ρ はφ(0),の はノ次導関数 φ
。)(1)に なる事がわか

るc)単位根の検定は (3.7)式 を最小 2乗推定して求まるρの′値を, Fτ 表を用いて検定すれ

ばよい.′ 統計量の帰無仮説のもとでの確率的構造はφ(L)が 1の場合と変わりない.対立仮説

のもとでトレンド項がない場合は れ表を使い,ト レンド項もドリフト項もない場合は F表を

使って検定を行う.要するに,ラ グ付き階差変数の係数は標準的に検定でき,α,β,そ してρ

はa),b),c),d)に 基づいて検定すればよい.
Nelson and Plosser[31]は米国の主要マクロ経済指標の年次データについてADF検定を

おこない,「失業率以外の全てのマクロ経済データは乱歩であるとの仮説を棄却できない」との

結果をえた.

3.1。4 応用の手順 : 検定作業上の手続きとしては,ラ グ多項式 φ(L)を もつ階差モデルとか

トレンド0モデルを検定の当初から定式化するのではなく, トレンドと定数項を含む過程,

Ut: F* Bt* dat-t* u,

において,誤差項 %ι の自己回帰モデルを選び出すという作業を行う.こ の作業はまさに第 1章

で解説した誤差項の自己回帰モデルを選択する方法を使えばよい.つ まり最小 2乗残差を用い

た補助回帰式により,自己回帰式の次数を判定するのである.例えば %ι が 2次の自己回帰過程

に従 うと判断されたとすると,(1-φ lL一 φ2ノ)%`=ε`で
あるか ら,誤差項 %ι は %`=ε′/(1

~φlL~φ 2L2)と 表現できる.こ こでラグ多項式 (1-φlL― φ2L2)を (3.8)の 両辺に掛け共通因

子の制約 (COMFAC)を 除けば,結果的に (3.6)あ るいは (3.7)式が導かれる.ラ グ多項式
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の次数が未知でその値を試行錯誤で決める場合は,(3.7)式 を最小 2乗推定して,最終項の有
意性を′検定すればよい。この検定はφの値 とは独立であるから単位根には影響されない.か
つ次数を順次減らしていくならば個々の検定は独立になるから,プ リテス トの偏 りも生じない
(Anderson[2],6.4).誤差項が ARMA過 程の際は,ARMA過 程をAR過程で近似すると考
えて分析を一般化できよう.他方,誤差項の自己相関に関する回帰診断を行うのなら,自己相
関と同様に不均一分散など他の回帰診断も検討されなければならない.実際 ADFの 次数を決
める際に,2.1節による標準誤差の計算,特に White法 に基づいてラグ付き階差変数の ′値が
求められるべきであろう。要するに (3.7)式 も十分な回帰診断の末推定されるべきだと要約で

きる.

系列相関の次数夕が既知であるとすれば ADF,あ るいは夕が 0の場合 DF検定手順は以下の
ようになる。回帰式,yι =α ttβ

′
′+ρy`_1+ε

`を
基準 として説明する.

i)定数項および トレンドの項の入った回帰式において単位根を Fτ を使って検定する.も
し帰無仮説が棄却されれば検定は終了する.

五)棄却できない場合はc),d)で述べたようにβ
′=0,ρ=1であるが,回帰式の特定化を調

べるために, らτの表を用いて β
′=0を検定する.

面)も しβ
′
が有意であれば,c)の 回帰式中 ρ=1の ′検定を標準正規を帰無分布 として行

う.仮説は,β
′≠0の もとで 島 :ρ=1,比 :ρ <1である。トレンド変数が有意であれば漸近正

規検定が使える (DF[8]).α は Fτ の分布に妨害母数 (nuisance parameter)と して入ら
ない.

市)も しβ
′
が有意でなければ b)を行う. れ が有意であれば検定は終了する.

v)み が有意でないなら,帰無仮説はα=0,ρ =1だから回帰式の特定化の検定をα=0に つ
いて行う.Fαμ表を用いる.

宙)も しαが有意であれば ρ=1の ′検定を標準正規分布を帰無分布 として行 う.仮説はα
≠0の もとで Jf。 :ρ =1,島 :ρ <1である。ドリフト項が有意であるので漸近正規検定が使える
(DF[8]).こ の場合はαが妨害母数になり分布が αに依存している.詳細な小標本分布は
Schmidt[40]が与える。
前)も しαが有意でないなら,a)を行う.
以上の手順は複雑であるし,0型 の検定を考えればより複雑になる.式の特定化が′い配ない
なら i),iv),宙 i)のみ,あ るいはそのうちの一つのみを検討すればよい.クιの回帰式に入っ
ている定数項あるいはトレンド項が有意ならば,和分過程によって生じる非定常性の影響は打
ち消され ′値の帰無分布は漸近正規になる事にも注意されたい.

現在では実証分析に先立って,DF検定や ADF検定により変数の定常性を検討することが一
般に望ましいとされる。もっともこれらの検定に問題が無いわけではない。まず検出力に問題

があり,真の確率過程が定常過程であっても,ρ の値が 1に近 くサンプル数も少ないとDF検定
はこれを和分過程であると誤認してしまうことが多い。さらに,帰無仮説は和分過程であり,
対立仮説が定常過程である事にも十分配慮されるべきであろう.多 くの経済時系列が単位根を
もつと判定されているが,正確には「単位根をもつ」という帰無仮説が棄却できないだけなの
である.DF検定や ADF検定の結果もこの点に注意して解釈されないといけない.最 も重要な
点は,応用上は単位根の検定手順は自己回帰式に関する回帰診断の手続 きを経て行われるべき
であろうが,理論的には誤差項の自己回帰の次数夕が既知でないと検出力が著しく損なわれる
事にある.実際上夕は既知であるはずがなく,夕 を大きめにとって検定を始めれば検出力が損
なわれ,ま た夕を小さくすると検定の偏 りが生じる.いずれにしろ夕の判定は極度に難しい.
Phillips and Perron[36]は独立性の仮定を除いた修正検定 (Z検定)を提案し分布表を作
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成した.展望論文 として山本 [45]お よび Dolado他 [10]を 参照されたい.

3.2 誤差修正モデル

3.2.1 自己回帰分布ラグモデル : 動学モデルの推定では,まず経済理論にしたがつてモデル

に必要な経済変数が選択され,ラ グ構造に関する情報をデータから引き出すため,被説明変数

と説明変数双方につき十分な次数のラグ項を含めた次のようなモデルが推定される.

(3.9)

(3.10)

4(L)yι =二 B」 (L)″″十a

ここで 4(L)は γ次,3J(L),は それぞれ sJ次のラグ多項式である.(3.9)は「自己回帰分布ラ

グモデル」 (Auto‐regressive Distributed‐ lagモ デル,ADM)と よばれる.そ して,推定され
たモデルからラグ項のうち有意でないものを落としてモデルを簡略なものに変形していき,ま

た残差項 π
`が
系列相関を持たないよう,かつ不均一分散を示さないよう各変数のラグ次数を

決定する.繰 り返すが,COMFACの項で説明したように %`がたとえば 2次の自己回帰を示す

なら,各変数のラグ次数を2次高めることにより自己相関を除去できる.四半期データの場合,

重要な説明が不足してさえいなければ,経験的にラグの次数は高々 5ほ どで十分であるといわ

れている。

3。2.2 誤差修正モデル : 簡単化のため,(3.9)に おいて変数がχとクの 2個の場合を考える.

各変数について,資本ストック額は初期の資本ストック額に 2時点間の投資額を力日えたものと

いった意味をもつ変換,″ι_J=∠″′_′ +… +∠″ι_s+1+″ι―s,を利用してラグ差分ごとにまとめる

と,(3.9)は次のように書き換えることができる.

″∠αｓ・‐「ろロ
十ク∠“

Ｓ・．一ん月
〓ｙ∠ -(aar-r- Brr-r)l er,

このようなモデルはECM(誤差修正モデル)と 呼ばれ,(3.10)の括弧内の項は「誤差修正項」

と呼ばれる.(3.9)か らECMへの書換えは常に可能である.ECMの誤差修正項に含まれてい

る変数はすべて同時点におけるものであるから,誤差修正項は当該変数間の長期的均衡関係を

示す。一方 ECMの説明変数のうち,階差変数は短期的動学関係を示す.だからECMでは経済

変数間の短期的反応と長期的均衡関係が分離され, s期前の均衡からのはずれと,その後の短

期的調整が示されている.逆にADMではこの分離が行われていない.ま たECMは先と同様の

変 換 幼 _′ =″
`-1~∠

″ι_1-…・
~∠
″ι_J+1に よ り ,∠ yt=Σ l,r_1ご∠ yt_Jtt Σ O,s_lβす∠ ″ι_J一 (αyι _1

-ルι_1)+ε
`と
も表現しうる。時点は異なるものの長期的均衡式は (3.10)と 同一である.

吉田 [46]に あげられた例を示そう.経済理論の教科書でよく使われる通貨需要関数は,〃

を通貨需要,Pを物価指数,yを実質所得,Rを利子率として,(y/P)=/(y/P,R),の ように

表される.関数に対数線形性を仮定し,%=In(Z/P),沙 =lnP,ク =in(y/P)と定義すると,ADM
は次のようになる.

(3.11)%ォ =釣十βl%ォ _1+… +βπ
“
ι_π +抑 yι +… +γπy`_″ +れ Rι +… +δたRι _た十%`

このADMは経済理論のモデルとしては意味を持たない.ま た,同 じ説明変数のラグ間では相
関が非常に高いことから多重共線性の問題が起こり,係数の正確な推定は不可能である. ここ

で (3.11)を簡略化しよう.すなわちπ=1と し,Rを モデルから除外する.ま た係数の定義も

変更すると,(3.11)は

(3.12) Zι =απι_1+β孵+〃ι-1+%`
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のように書 くことができる。さて,ADM(3.12)の 両辺から解
`_1を
引いて整理すると

Arnr: ct/at+ c2(rn- ka)r-r* u,

という簡単なECMが得られる。(3.12)と (3.13)は α,β,γ の 3つの係数からοl,の, ル
の 3つの係数への同値変換であり,従ってADM(3.12)と ECM(3.13)と は同値である。し
かしADMに比べて,ECMに は次の 3つの利点がある.
第 1に,ECMは ADMと異なり経済理論と整合的な解釈が可能である.ECM型の通貨需要
関数 (3.13)で は,通貨保有に対する行動様式は次のように理解される.ま ず,通貨保有量笏
と実質所得 yと の間には,均衡状態において物=わ なる関係が成り立つ.しかし,現実にはこ
のような関係は不確実性や調整コストなどの理由から必ずしも毎期々実現していない.そ して
ECM(3。 13)は,人々が均衡状態を実現しようとして各期において通貨保有量の変化分∠%ι を
調整する場合,その調整が当該期の実質所得の変化∠yι と,前期における均衡状態からの乖離
幅 (π―均)に反応して行われるということをモデル化したものである.こ こで,前期における

均衡状態からの乖離幅が今期で縮小するように修正されるためにはの<0と なる必要がある.
また, 2個の階差変数が 0と なった場合 π=″ が成立するから,「長期均衡状態」が達成され
たと見なすことができる.ECMでは誤差修正項により,当該変数間に乖離を妨げる力が働いて
いる点がモデルに反映されている.こ のため,モデルの説明力および予測精度が改良されると
いわれる.

第 2に ,多重共線性の問題が改善される点である.例えばADM(3.12)では, 2つ の説明変
数 yι とクι_1は同系列のため相関が高く,ま た説明変数 πι_1も 他の 2つの説明変数との相関が

高い。従って (3.12)を そのまま推定してα,β,γ の正確な推定値を得ることは不可能であろ

う.しかしECM(3.13)では,階差変数と誤差修正項の間の相関は通常低いから,(3.13)式
の係数はより正確に推定できよう.

第 3の利点については共和分の説明の後に述べる.

3.3共 和 分
3.3.1 見せかけ回帰式 : 2つの無関係な乱歩変数相互の間で回帰を行った場合,「見せかけ
回帰」(Spurious Regression)の 問題が生じる.Granger and Newbold[19]は ,人工的に創
出された 2つの独立な乱歩変数の間で回帰分析を行い,両者の間に統計的に有意な関係が検出
されるかどうかを調べる実験を行ったが,あたかも両変数の間に有意な関係が存在するかのよ
うな結論を得た.こ れを見せかけ回帰とよぶ.Phillips[34]は見せかけ回帰の問題を数学的に

解明し,次のような結論を導いた.すなわち, 2つ の無関係な和分変数の間で回帰を行うと,
1)極限で′値は発散し,両変数の関係は「有意」と判断される,2)最小 2乗推定量及び決定
係数は確率変数に収束し,決定係数は両変数の関係を示す目安にならない,3)極限でDW比は
0に収束する.

以上より,和分と疑わしい経済変数相互の回帰式においてDW比が極端に低い場合,そ して
CO法によりDW比が上方修正される場合は,その結果を鵜呑みにせず,見せかけ回帰の可能
性に十分配慮すべきであろう。ちなみにDW比が決定係数よりも低い回帰式は要注意であると
いわれている.

3.3.2 共和分と表現定理 : この節ではEngle and Granger[14]に 基づいて共和分の概念と
共和分のもとでのVAR(ベクトル自己回帰モデル)の誤差修正モデルヘの変換,さ らに推定法
を説明しよう.た とえば (3。 12)式において,解 とyが共に 1次の和分過程であるとすると,
見せかけ回帰の条件がそろう.つ ぎに (3.13)式 を検討すると,差分変数はI(0)だから, もし
(%一″)も ともにf(0)な ら見せかけ回帰は生じない。はたしてこのような関係は可能なのであ

(3.13)
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ろうか.こ の疑間に答えたのが「共和分」であつた.要するに共和分とは,「和分過程」と「和

分過程」の一次結合が,「定常過程」になることを意味する.つ まり複数の和分過程が共に変動

するために,一次結合が定常になりうるのである.さ らに共和分が存在すれば,(3.13)式は整

合的である.つ まりADM(3.12)よ りECM(3.13)が 導かれるのである.一般的には複数の

f(グ )変数間に,和分次数を下げる複数の線型関係が存在しうる.定義を述べよう.定義 :%個

の変数からなる列ベクトル″`が
あり,各要素が f(グ )であるとする.も し,z`=β

′″ι～」(グーb),

b>0,と なるような行列 β
′が存在すれば,″ιはグ,み の次数で共和分しているといわれ,χι～

α (グ ,み ),と 表記される.β は共和分行列とよばれる。

3.3.3 表現定理 : 変数間に共和分が存在すればECM表現が導出できる.以下導出のあらす
じを与える.π次元ベクトル″ιが r(1)で共和分をもち,γ ×%行列β

′が共和分行列だとする

とβ
′″
`は
I(0)と なる.他方∠″ιは定常だから,Woldの 分解定理によりMA表現が可能で,

C(ι)を行列ラグ多項式とすれば,∠
“
ι=C(L)ει,と書ける.ラ グ変数は3.2節で示したように

ε
`_′

=ε
`_1~∠
ε′-1-… 一∠ει_J+1と 展開できるから,新 たな多項式 C*(L)を 使って C(L)=

C(1)十∠C*(L),と書き直す.こ の展開を使えば,χι=C(1)ε
`″
+C*(L)ειと表現できるが,こ

の第 1項 は非定常,第 2項は定常である.こ こで β
′
を″ιに掛けると,左辺は定常だからβ

′
C(1)

=0が満たされないといけない.だから,β
′
は C(1)の直交補空間全体を張る.こ こで論文中の

レンマを使 う :多項式 C(L)に対 して 4(ι)C(L)=∠θ(L)Lを満たす行列ラグ多項式 スに )

とスカラーのラグ多項式 gに)が存在する.こ のレンマの目的はα L)の逆行列を探して,∠″ι

の MA表 現をAR表現に変えることにある.こ のレンマ中ス(L)=ス (1)+んゲ (L)と 展開して

Cに)=C(1)+∠C*に )と掛け合わせると,∠ の次数のつり合いのためス(1)C(1)=0に ならな

いといけない.従ってス(1)はやはり C(1)の直交補空間を張る.こ の結果とβ
′C(1)=0を合わ

せて,さ らにランクを考慮すれば %× γの調整行列 αが存在して,4(1)=″
′
と分解できる事

がわかる.こ のようにして多項式 4(L)の性質が分かれば AR表現を求めるため,4(ι)を ∠″ι

=C(ι )ειに掛ける.レ ンマにより4(Lン″`=∠θ(L)ε
ι,あ るいは∠で割つてス(L)″

`=θ
(L)ε

`

とAR表現が求まる.こ こで,4(ι )を展開すると,αβ
′
″
`+4*(L)∠

″ι=g(ι )ειとなり,共和

分項の一期ラグをとればECM表現が導出される.β
/″
ιは条件により定常である.

一点の注意を与えるとすると,前節の ECMは一変数の回帰式におけるADMの 変型 として

与えられたが,こ の節ではVARの変換 として ECMが定義されている.従って,ADMよ り導

かれた ECMで は左辺と同期の階差変数が右辺に含まれるが,こ の節の ECMで は左辺 と同期
の階差変数は右辺に含まれない.さ らにADMで はみせかけ回帰が生じるが,Sims,Stock,
and Watson[41]が 示したようにVARで は和分変数が含まれても最小 2乗推定量は一致性を

保ち,VARよ り導かれた ECMは共和分の存在にかかわらず最小 2乗法によリー致推定が可能
である。第 2の注意点としては,誤差修正項は長期均衡からの乖離を意味すると解釈されるが,

複数の共和分がある際には識別が不可能であるために,実証上は均衡式を判別できない事があ

げられよう.つ まり任意の正貝J行列 0に対してス(1)=αO~1(Oβ
′
)だから,Oβ

′
も共和分行列に

なる.だからある誤差修正関係の正則な線型変換は全て誤差修正関係であり,特定の経済的な

意味をもつ長期的な均衡式を見いだすことはむしろ恣意的な判断にすぎないといえよう.

3.3.4 2段階推定 : 2変数 ″ι,ytが共和分で,ご とわが 1,かつ (1,一 カ)が共和分ベクトル

の場合には,″ι,クιの間には次のような ECMが成立する.

(3.14)     ∠χ`=街 (y`.1-歳島
_1)+4(L)∠″

`_1+B(L)∠
yι _1+ο l`

(3.15)     ∠y′ =o(yι _1-繊ι_1)+C(ι)∠
“̀ _1+D(L)∠

νι_1+ο 2`

ここで4に )などは有限次のラグ多項式であり,係数
“
,の は両方同時に0になることはない.
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ラグ変数により誤差項から系列相関は除去されていて,誤差項は標準乱数の条件を満たすとす
る.さ らに上述のようなECMが成立するには,″ι,yι,は共和分でないといけない。ところで,
2つの独立なf(1)変数相互の間で回帰を行うと,両変数の間に「見せかけ回帰」が発生する.
ところが,上の(3.14),(3。 15)に おけるように 2つのI(1)変数 ″′,y′ が共和分ならば,y`の
″ιへの回帰の最小 2乗推定値はルの一致推定量になる.しかも,標本の大きさを%と すると,
共和分ベクトルの最小 2乗推定値がその真の値に収束するスピードはπ

~1で
あり,定常な変数

どうしの最小 2乗推定値が真の値に収束するスピードπ
~12よ
りも早い.共和分ベクトルの最

小 2乗推定値のもつこの好ましい性質は,超一致性 (Stock[42])と呼ばれている. 2段階推
定法ではこの超一致性が利用される.つ まり,ま ず均衡式は最小 2乗推定値 ルにより推定する.

次に誤差修正項を残差として求め,こ の「共和分」残差を (3.14),(3.15)に代入して最小 2

乗推定を実行するわけである. もし2変数間に共和分が存在すれば,超一致性により共和分残
差は定常になる.最小 2乗法は多次元の共和分でも一致性を保持する.
共和分残差の定常性は,共和分残差に対して,単位根の検定を行って検討すればよいとされ
る.しかしながら,こ の検定には注意を払わないといけない。まず検定の帰無仮説は「共和分
が無い」であり,帰無仮説が棄却されて初めて共和分関係が有意になる.したがって検定統計
量は帰無仮説「共和分は無い」のもとで構築されないといけない。ところがこの帰無仮説のも

とでは共和分係数の推定に問題が生じる.なぜなら共和分がなければ誤差調整項は見せかけ回
帰になってしまうからである。したがつて係数々の推定が難しい.そ こで検定統計量はDFや
ADFに基づきながら,こ れらの検定統計量の分布は「共和分はない」という仮説の下で実験に
より求められ,そ して検定の臨界値は数値的に導出されたのである.検定統計量は同じであっ
ても,先に説明した単位根の検定が応用されるのではないことに注意されたい (残差に基づく
共和分の検定についてはPhillips and Ouliaris[35])を 参照されたい.次に,こ の 2段階推定
法における第 1段階の最小 2乗推定量の分布は正規分布ではないので,説明変数の有意性の検
定や,回帰係数に関する制約の検定などは通常の方法ではできない.こ のことより,第 1段階
での回帰式における説明変数の選び方が先決になってしまい,共和分ベクトルに関する統計的
推測が難しくなる事に問題が残る。なお,第 1段階の,回帰式の推定量は小標本で偏りを持つが,

超一致性にもかかわらず通常の標本の大きさではこの偏りは小さくならない事が Banettee他

[3]のモンテカルロ実験によって示された.
ところで,(3.14),(3.15)に は階差変数

“

y,∠力)と レベル変数 (y,力)が混在している.も

しレベル変数が和分過程でかつ共和分がないと,ECMの左辺はI(0),右辺はI(0)と f(1)の和
になる。f(0)と I(1)の和は I(1)であるから,ECMも 左辺と右辺の和分過程の次数がつり合わ
ない (balanceし ない)のである.元の ADMに もどれば,すべての変数は I(1)で次数がつり
合っている.と ころがこのレベル変数の式には「見せかけ回帰」の問題が含まれており,最小
2乗推定量は不一致で,統計量の分布も複雑になるため統計的推論が困難になる (Park and
Phillips[33]を 参照されたい).も し共和分がなければ,階差変数間の回帰式は,変数がすべて
f(0)に 変換されていることから,見せかけ回帰を回避できる.しかしながら,階差変数間に回
帰式を適用しただけでは,レベル変数に関する情報が何らモデルに含まれないのである.あ る
いは,経済変数間の均衡からの乖離を妨げる力がモデルに反映されないともいわれる.そ こで
ECMの第 3の利点は,そ の経済学的意味合いはともかく,同一回帰式に階差変数とレベル変数
が混在しうることにある.レベル変数は階差変数の和であることを想起すれば,ス トックとフ
ローという 2種類の異なった情報が同時に用いられているのである.共和分残差は I(0)である

ため,見せかけ回帰の問題は生じない.
3.3。5 共和分の最尤推定法 : この節では Johansen[26]や Johansen and Juselius[27]に
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よって導出された複数の共和分あるいは共和分行列の最尤推定量と,共和分の次数に関する尤

度比検定を説明しよう.本節に関しては川崎 [28]や Dolado他 [10]そ してとくに最近の発展

をまとめた Campbell and Perron[7]を 参照されたい.特に最尤推定量の導出はJohanSen

の原論文よりもBanettee and Hendry[4]が理解し易いだろう.

π個のI(1)変数クのデータが次のようなVARか ら発生しているとする.

Ut: Lt* 2;=t,*ArUt-;* ODtI et

ここでμは定数のベクトル,ス Jは π×%の母数行列,Dォ は平均 0に調整した季節ダミー変数

行列,ε
`は
独立で平均 0共分散 スの正規確率変数ベクトルである.こ の VARモ デルは(3.10)

の方法で以下のような ECMに書き換えることが可能である.

(3.17) /ar: p* Zi=r,r-rfilUt-i* IIar-o* ODt* et

ただし鳥=― (L一ΣJ=1,プスゴ),π =一 (L― ΣJ=1,たスJ)である◆∠グιと∠yι _Jは I(0),yι―たが I(1)

であることより,(3.17)の左辺と右辺で変数の和分の次数が釣り合うためには,″ =0である

か,」物ι_た が共和分しているかのいずれかでなくてはならない.〃 =0の場合ベクトルクの要素

間に共和分は無く,階差変数間の回帰式しか残らない。πのランクが解より小さいγとすると,

″=″′のように分解でき,β′は 2× γの共和分行列である.

最尤法では正規尤度関数を段階的に集約していつて最後に共和分行列の推定量を求める.共

和分行列の推定では,まず次のような 2本の回帰式を最小 2乗推定する.

/ar: c * E*r,*-tBotAur-r* @Dr* qo,

at-*: d * 2i=r,*tBoo/a'-t* @D'* qot

(3.16)

(3.18)

ここでσ,グ は定数項のベクトル,Bガ は未知母数の行列,20ι ,σ履は誤差項のベクトルである.

(3.18)の 2本の式の最小 2乗残差をそれぞれ,島ι,pたιとおく.π を観測値数とし,島ι,Rたι

を用いて行列 S″=(1滋Σι=1,πλ威
′
′サ(グ ,ノ =0,力),を作り,次に行列式 |ス Sたた一SたoS。 01SOた|=0,

より固有値ガJ(グ =1,… ,解)を求める.各固有値に対する固有ベクトルクJは,7′ Sたた
y=f,7=

(σ l,・・・,ク″)をみたすように標準化する.こ の物個の固有ベクトルのうち,大 きなほうからγ個

の固有値に対応する固有ベクトルを取 り出し,固有値の大きさ順に並べて行列 β=(ク 1,・
・・,∂ 7)

を作る.こ の行列 βがβの最尤推定量になる.β が求まれば,次に共和分残差 β
′
クι_λ を計算

し,それを

(3.19) ∠y`=μ ttΣJ=1,た _1屁∠y`_づ +αβ
′
クサーた+ODι tt ει

に代入し最小 2乗推定により他の係数を求める.″ のランクがたかだか γ(0≦ γ<π)であると

いう帰無仮説は,小さい方の固有値を使って,統計量 41=一 が づ=γ +1,解 ln(1-ガゴ)で尤度比検定が

行える.ト レース検定とよばれる.ま た帰無仮説 γ=2と対立仮説 γ=σ +1に対する検定は統

計量 42=~π ln(1-ア 9+1),で行う.これは最大固有値検定とよばれる.γ は,帰無仮説 γ=0か

ら検定を始めて,帰無仮説を棄却するまで次数を順増して決めればよい.こ れらの検定統計量

の分布はJohanSen and Juselius[27]に与えられている.

3.3.6 定 数 項 : 定数項ベクトルには注意が必要で,共和分関係における定数項と,I(1)
変数クのトレンドあるいはI(0)変数∠yι のドリフト項からなる定数項の両者が存在しうる。共

和分関係の定数項は島をγ+1ベクトルとすればαβOと なり,調整行列 αによつて張られる空

間にある.し たがつて共和分関係は定数項を考慮してα(attβ
′
y`_た )と書ける.他方,∠y`が ド

リフトをもつ場合は,ド リフト項をμOと すれば,一 (」一カリμoが定数項を構成する.結局,定
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数項はμ=α島一(I一月りμOと 2種類の構成要素に分解できる.続けて定数項の推定を説明し

よう.定数項が ′と求まれば,′ を調整行列 αへ射影したα(〆″)~7′ を共和分定数項とし,

そして′を調整行列の補空間へ射影したα
C(αC′αC)~lαε

′
′をドリフトから生じる定数項と分解

すればよい。ここでα
Cは αの直交補空間を張る行列で,変換行列の和は恒等行列である。厳密

な定数項の表現はJohanSen[26]に与えられる.こ のドリフト項の存在は次節で述べられるよ

うに推定及び検定に影響をもつ.

3.3.7 線形制約の尤度比検定 : 共和分行列βや調整行列 αの行に関する制約に関する尤度

比検定を以下説明しよう.行に関する線形制約は sを解より小として s× 物の既知行列ん
′に

よりん
′
βJ=0(グ =1,“。,γ )と 書けよう.ん

′の s行は%次元空間内で s次元部分空間を張るが,

線形制約によりβ
`は

その直交補空間に在る.他方ん
′〃=0と なる物×(%一 s)行列〃を求め

れば〃はん
′の直交補空間を張るから,(z― s)× 1の未知母数を含むベクトルφ′により,βゴ=

Цたと線形制約の表現を変えることができる.未知母数は制約により(%― s)個 に減少してい

る.すべての共和分ベクトルについて制約を書き直すと線形制約は JfO:β=ル となり,推定す
べき未知母数はφになる。ここでア」は制約なしの尤度関数を解いて求められたη個の固有値

の大きい方のγ個とし,アプは固有方程式 lλ〃
′
Sたた″一〃
′
SλOS昴

lSOた″|=0の %個の解のうち大

きい方のγ個とすれば,43=2づ =1,r{(1-λ=)/(1-ガ J)}が尤度比検定統計量になり,帰無仮説
の

もとで漸近的に自由度 γ×sのカイ 2乗分布にしたがう.2段階法では共和分ベクトルに対す

る制約の検定はできないのに対し,最尤法ではそれが可能である.ただし制約はβのすべての

列について共通である.

共和分行列βに関する制約と同様に,s× %の既知の行列ん
′について調整行列 αの行に関

する制約ん
′α=0も検定できる.制約自体はβの制約のように,π×(π一s)の既知の行列4が

求まって,島 :α =スψと変換できる.尤度比検定は可能で,帰無仮説の下で自由度が γ×sのカ

イ2乗分布に漸近的に従う.さ らにん
′α=0およびん′β=0の両方の制約がある場合にも検定

を拡張できる.

以上が検定の概略であるが,重要な点は,〃 のランクが γで JJO:J7=″
′
と分解できるが定数

項に関して制約のないケースα)と ,π のランクが同じくγで 島 :″=″
′
と分解できるが,定

数項にドリフトが含まれず μ=αβO′ となるケースみ)と に検定は分けられることである.さ らに

複雑なことには,ケースα)では定数項の構成が帰無仮説によつて定められていないため,真

の確率過程 (DGP)に おいてドリフトがある場合 とない場合で検定統計量の分布が異なってく

るのである.最後にπ=″′という前提のもとで,ド リフト項は存在せず「定数項は共和分関係

にのみ含まれる」という帰無仮説の検定も用意されている.こ れはカイ 2乗分布を使つた検定

になる.

現状では最尤推定及び最尤法に基づ く検定が実証の世界を風靡しているようだが, 2段階法

が共和分誤差の系列相関などに対して頑健であることを根拠に 2段階推定法を推奨する人々も

いる.さ らに共和分誤差項の系列相関の処理などのより複雑な状況に対応した分析が行われて

いる.先に引用した最近の展望論文を参照されたい.
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