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This paper consists Of four independent surveys on various aspects of the theory of

statistical inference.  The flrst chapter by T.Kubokawa surveys recent developments in

decision theoretic estimation theory focusing on shrinkage type estilnation procedures.

Thё secOnd chapter by S.Eguchi treats statistical asymptotic theory frorn differential

geometrical viewpOint.  The third chapter by A. Takemura surveys various topics of

testing hypOtheses.  The flnal chapter by S. Konishi surveys recent developments in

Bootstrap methodo10gy.

統計的推測理論は多方面にわたって発展しているが,こ こではこの発展を,決定論的観点か
らの推定論,微分幾何的アプローチによる漸近理論,検定論,ブー トストラップ法っの 4つ の
トピックにわけそれぞれのトピックに章をあてて概観する。全体の内容を調整した後,第 1章
を久保川,第 2章を江口,第 3章を竹村,第 4章を小西がそれぞれ執筆した。 トピックごとに
文献 もかなり明確にわかれるため,参考文献 も各章ごとに与えてある.統計的推測理論のよう
な大きな分野の発展を概観する際には,そ の中で何が重要な発展であるかなどについてさまざ
まな観点がありえる。ここでの概観 も,そ れぞれの執筆者の観点にある程度引き寄せた概観と
なっていることをお断りしておきたい.

1.統計的推定理論の最近の展開―縮小推定を中心に一

1。 1  は じ ど):こ

データから未知母数についての推定・検定を行う,いわゆる統計的推測問題において,推測
方法の良さを危険関数で比較しその性質を論ずる学問を統計的決定理論という.統計的決定理
論はWald(1950)に始まり, ミニマックス性や許容性などの基本的概念の一般理論が構築され
1960年代にはほぼ完成された.推定理論においては,70年代以降は各論に移 り,Stein identity

の導入によって平均ベクトルの同時推定に関するStein問題の研究が顕著な発展を遂げた。80

年代には平均のStein問題の拡張と信頼領域に関する議論や平均が未知のときの分散の区間推
定に関する研究が活発に行われ,ま た Stein,Haffに よるWishart identityの 導入によって,

共分散行列の推定問題や行列平均の推定問題についての研究が発展してきた.そ して順序制約
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下での母数推定,変量・混合線形モデルでの分散成分の推定など応用上重要でより複雑なモデ

ルでの推定問題 とその理論的解明に関心が注がれてきた.こ うした応用的現場への関心の広が

りは,経済学,医学,工学等の分野からの新たな統計的手法の開発要請に応えながら今後ます

ます拡大し,そ の現場に対応した推測理論の構築に向けて発展してい くと思う.

本章では母数モデルの統計的推定理論のうち,平均ベクトルのStein問題や分散,共分散行列

の推定問題など縮小推定に関する理論的展開を中心に報告する.

興味ある母数 θはデータXに基づいてその関数 δ(X)に よつて推定されるわけであるが,そ

の推定量を評価するために損失関数ズδ(X),θ )が とられる.δ(X)と θとのユークリッド距離

で定義される二乗損失関数が用いられることが多いが,Xの密度関数 /(χ ,θ )に 対 して

Kullback‐ Leiblerの距離∫log{/(′ ,δ)//(′ ,θ ))/(′ ,δ)冴 に基づいた損失関数が自然であり,エ

ントロピー損失と呼ばれる.推定量は危険関数 R(θ ,δ)=E[L(δ(X),θ )]に よつて評価される.

この危険関数に関して最悪な場合を最善にするもの,即 ちSup沢 (θ,δ
*)=infδ SupθR(θ ,δ)をみ

たす推定量 δ*を ミニマックス推定量という.ミ ニマックス推定量は,無情報事前分布に対する

一般化 Bayes推定量に関係しており,Blythに よる Bayes推定量の極限としての導出方法と,

Kudo,Kieferに よる変換群に関する最良共変推定量としての導出方法がある.後者は共分散行

列のミニマックス推定に関して重要である. ミニマックス推定量は損失関数のとり方に強 く依

存しており,例えば 2標本の共通平均の推定問題においては,損失関数のとり方に応じて第 1

標本の標本平均,第 2標本の標本平均,全標本平均というように異なった推定量がミニマック

スになってしまうことが起こる (Zacks(1970),Kubokawa(1987)). ミニマックス推定に関

する最近の興味深い結果は,正規分布の平均が閉区間に入っているという制約条件の下では平

均のミニマックス推定量は標本平均ではなく,区間の両端に 0.5の確率をもつ事前分布に対す

る Bayes推定量であるという事実で,Casella‐ Strawderman(1981)に よって示された.

ミニマックス性と並んで重要な概念に許容性がある.あ る推定量 δが δ*を改良するとは,任

意の θに対して R(θ ,δ )≦ R(θ ,δ
*)が成り立ち,あ る命で真に不等号が成立することをいい,

このような δが存在しないときに,δ
*は許容的であるという.推定量の許容性の条件はStein,

Brown,Zidek等によって与えられ,Blythや Hodges‐ Lehmannな どの証明方法がある (Leh‐

mann(1983),Berger(1985)).ミ ニマックス推定量などの通常の推定量の多 くは一般化 Bayes

推定量になっており,それらの許容性を示すには注意深い議論が必要である.例えばター次元正

規分布の平均ベクトルの推定においては,平均二乗誤差に関して通常の推定量が少=1,2の と

き許容的であるにもかかわらず夕≧3では非許容的となってしまう.こ れはStein現象と呼ばれ

理論的解明がなされてきた(詳しくは 1.3節参照).こ れに関連して許容性がマルコフ連鎖の再

帰性に関係しているという興味深い結果が BrOwn(1971),Eaton(1992)等 によって得られて

いる.

以下の節では縮小推定を中心に理論的展開を概説するが,それ以外の推定理論の最近の発展

に関してここで若干ふれておく.推定理論において骨格をなすものは最尤推定であり,それは

一致性,漸近有効性が保証される故である(2章参照).最尤推定量を明示的に求めることが困

難な場合には尤度方程式の数値的解法が行われるが,モデルが複雑になれば尤度方程式を立て

ること自体が大変になってくる.不完全データの解析や混合分布からのデータの解析において

はEMアルゴリズムという簡便な方法があり,そ の収束性や加速法などが研究されている (宮

川 (1987),Eguchi(1991)).ま た母数の順序制約下での最尤推定量の導出のための isotonic回

帰法 (Robertson et al.(1988))や prior feedback法 (Robert(1991))な ど計算機の発達に

ともなって導出方法にも様々な広がりをみせている.その他ほんの一部の紹介になってしまう

が,Nile問題や変動係数一定の問題など変換群に関して不変な構造をもつ推定問題については
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Kariya(1989)等 によって,多変量階層モデルにおいて長さ固定の区間推定を構成するための

二段階標本抽出法については Hyakutake‐ Siotani(1987)等 によって様々な研究がなされてき

た。

1。2 分散の推定

通常の推定量が非許容的 となる代表的な例の一つに,未知の平均をもった正規分布の分散を

推定する問題がある.こ れは分散の不偏推定量が標本平均に含まれる情報を用いて改良される

というもので,Stein(1964)に よって示された興味深い結果である.その後,Brewster‐Zidek

(1974)は Brown(1968)の 方法に基づいて滑 らかな一般化 Bayes推定量を求めたe Steinと

Brewster‐ Zidekの 二つの方法は分散の区間推定や指数分布の尺度母数の推定などに適用され

てきたが,最近 Kubokawa(1991b)は新たな統一的方法を提案し改良する推定量のクラスを

構成 した.本節では,分散の推定に関するこうした決定理論的な歴史的展開を概説 しよう.こ
の分野についての優れた総合報告が Maatta‐ Casella(199o)に より書かれているので参照され

たい.

1.2.l Stein法 と Brown‐ Brewster‐ Zidek法 実験計画や線形回帰モデルなどの標準形に現

れる次なるモデルを扱 うeSを スカラー,Xを ,一次元ベク トル とし互いに独立に

sた2～
χλ,x～ハЪ(θ ,σ

21p)
(1.1)

なる分布に従うとする.興味ある母数はσ2で,x,sの関数δ=δ(X,S)に よって推定するわ
けであるが,その推定量の良さを評価するためにエントロピー損失 IjO/σ

2)=yσ 2_1。g(δ/σ
2)

-1を採用しそれに関する危険関数 R(σ 2,θ
,δ)=EL(δ /σ

2)]を
考える.こ の他にも二乗損失

(δ/σ
2_1)2ゃ

対称な損失関数δ/σ
2+σ2ぉ _2な どが扱われる.

σ2の最も自然な推定量は不偏推定量 れ=%~lSで ある.こ れはまた次の意味で最適 となって
いる.夕 ×夕直交行列の全体を 0(p)で表すとき,ア フィン変換群 S→ ε2s,x→ ぼX+グ ,σ

2→

σ2σ2,θ →εЛθtt σ,ε∈R,α∈Rp,「∈0(。 ,に関して σ2の推定問題を不変にするために,δ (σ
2s,

6「X+グ )=ε
2δ
(s,x)な る共変推定量を考える.このとき共変推定量はδ(S,X)=αS,α >0,

と表され,こ のクラスの中で危険関数を最小にするもの,即ち最良共変推定量 (BEE)が存在
しれで与えられる.

自然な推定量 れがχに含まれる情報を用いて改良されるという興味深い結果を最初に示し

たのはStein(1964)で ある.彼 はアフィン変換群の部分群である尺度変換群 S→ ο2s,x→

c_「x,σ2→ σ2σ2,θ →εΓθに関して共変な推定量のクラスδφ=Sφ (7),7=‖ X‖
2/sに注目した.

ここでSは共変量,7は最大不変量である.‖ X‖
2た2は未知の非心母数ス=‖ θ‖

2た2を もった非心
カイニ乗分布Z(ス)に従うのでδφの中に最良な推定量は存在しないが,れ を改良するものを見
つけることは可能である.

Steinはアの条件付き期待値 EλL(φ(7)Sた2)|″
]を最小にする関数φλ(″)を求め,φλ(7)

≦φλ=o(7)=(1+″ )/(π +沙)を みたすことを示した.従 ってφr(7)=min{π
~1,(1+7)/(%

+沙)}と お くとφλ(″)<φ
r(″

)≦ %~1な る不等式が成 り立ち,損 失関数の凸性から
島[L(φ

r(7)sル 2)17]≦
Eλ [L(π

~lSた2)|″
]と なり,推定量

δSr=δφr=min{れ,(S十‖X‖
2)/(%+夕

)}

はれを改良することがわかる.こ うした改良方法をStein法 と呼び,こ れによって得られた打
ち切 り型推定量をStein型 と呼ぶことにする.δ

STは
仮説 ″:θ =O vs.κ :θ ≠0に関して,″が受

容されるときには (S+‖ X‖
2)/(%+夕

),棄却されるときにはれをとるという予備検定推定量に
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なっている.ま た Bayesの観点からは経験 Bayes推定量 として自然に導かれる(Kubokawa et

al.(1992b)).%が 小さいときれの分散が大 きくなることから,δ
STの

有効性はπが小,夕 が

大のときに顕著に現れることがわかる.

れを改良するもう一つの流れは Brown(1968)に始まる.彼は定数 γ>0で半直線 [0,∞ )を

三分割し,条件付期待値 Eλ L(αSた2)|″ <γ ]を最小にする定数α=αλ(γ)を求め,αλ(γ )≦

αλ=0(γ )=α O(γ)<π
~1な

る不等式をみたすことを示 した. ここで αO(″ )は

ao(r): 1静″如十が針
"2″

%+タ
レ■1+が…ク2″

(1.2)

で与えられる.こ の事実 と損失関数の凸性から,7<γ のときにはαO(γ )S,7≧ γのときには

π
~lSを

とる推定量が あ を改良することがわかる.Brewster―Zidek(1974)は こうした BrOwn

のアイデアに基づいて半直線 [0,∞ )を無限に細か く分割することを考え,そ の極限 として δ“
=SαO(7)な る滑 らかな推定量を求め,れ を改良するとともに一般化 Bayes推定量になってい

ることを示した.こ の一連の方法を BBZ(Brown_Brewster‐ Zidek)法 と呼び,こ の方法で得

られた推定量を BBZ型 と呼ぶことにする.Brewster― Zidekは δ“が δφのクラスで許容的で

あることを示し,Proskin(1985)は 推定量全体における許容性を証明した.

夕=1の ときには δGBに よる改善度はほんのわずかにすぎないことが指摘されているが,夕 が

大 きくなれば意味のある改善度が得 られる。δSTが ス=0で最大の改善度を与えるのに対 して,

δ"は ス=0で は改良されておらず λが 0か ら少 し離れたところで最大の改良を与える.こ の

こととδωの形の複雑さとを考慮すると応用上 は意味のはっきりした簡便な Stein型推定量

δSrが望ましいと思われる.

正規分布以外にも,未知の位置母数をもった指数分布の尺度母数の点推定については Stein

型,BBZ型 がそれぞれ Arnold(1970),Brewster(197・4)に より導かれ,ま た一様分布,逆ガ

ウス分布に対 してもStein型推定量が得 られてきた.最後に点推定での改良方法には Stein法 ,

BBZ法以外に Strawderman(1974)に よる方法があることを注意 しておきたい.

1。2.2 区間推定 分散の区間推定についても点推定の場合 と対応する結果が導かれる.Tate‐

Klett(1959)は Sの みに基づいた [αS,みS]な る形の信頼区間を考えた.こ こでα,bは信頼係

数 0<1-γ <1に対 し P[αS<σ2<bs]=1-γ
をみたす正の定数であるが,一意に決めるのに最

適規準を導入する必要がある.一つは比 みル を最小にする最小比信頼区間,も う一つは長さら

一αを最小にする最短信頼区間である.そのときのα, みのみたすべき等式はそれぞれ

α
~1-み~1=%log(bル

),α
~1-み ~1=(π

+2)log(bル )

で与えられる.最小比信頼区間は最短不偏区間にもなっている.

最短信頼区間をXを用いて改良する試みはCohen(1970)に 始まる.彼は区間の長さを変え

ず,真の母数を覆う確率 CP(Coverage Probability)を 大きくする意味で改良された信頼区間

をBrOwnの方法で求めた.すると点推定との類似性から分割を無限に細か くすることが考え

られる.Shorrock(1990)は こうしたBBZ型信頼区間を求めその一般化 Bayes性 を示した.

さらに区間の長さを短か くしCPを大きくするという両方の意味で改良するBBZ型信頼区間
の導出とその一般化 Bayes性が Goutis― Casella(1991)に よって示された.

一方,分散の信頼区間については最短規準よりも最小比規準の方が自然であることが指摘さ

れている.Nagata(1989)は 簡便で応用上有用な立場からStein型信頼区間
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ISr=[min{1,φす(7)}αS,min{1,φ*(″
)}bS],

φ*(Иり=(α
~1-み ~1)(1+7)/{(π

+夕)log(bル ))

を提案し最小比信頼区間を改良することを証明した.ま た信頼性などで重要な指数分布の場合

についても簡便なStein型信頼区間を導出した (永田 (1991)).

1。2.3 新たな統一的方法 いままで別々に得られてきたStein型及び BBZ型推定量を統一的

に導 く新たな方法が Kubokawa(1991b),Takeuchi(1991)に よって提案された.こ の基本

的アイデアは,危険関数の差を積分表現することであり,IERD(Integral Expression of Risk

Difference)法 と呼ぶことにする.

いま lim″→∞φ(ω)=%~1と 仮定すると心 とδφとの危険関数の差は定積分によって

E[L(れた
2)]_E[L(δ

φた
2)]=E[[L(φ

(邦グ)Sた
2)]稚

1]

―El∫財{Ц次″)Sた勢凋
=E晰

:L〈バ′″)Sたりφ〈′7)庵た2冴
]

と表現でき,変数変換を行うとφ(ω)に ついて改良するための次なる条件を導 くことができる.

(a)φ (ω )は単調増加でlim″
=∞φ(ω )=π

~19

(b) φ(ω )≧ αO(ω ).

但しα。(の は(1.2)で与えられている.こ うして れを改良するクラスが得られたわけで,α。(ω ),

φ
r(ω

)が (a),(b)の 条件を満たすことからδ",δSTは このクラスに入ることがわかり,別々

の方法で導かれてきた二種類の推定量が IERD法により統一的に得られる。

IERD法はその簡便さ故,正規,対数正規,指数,Pareto分布など単調尤度比をもった分布

族とBowl型損失関数の場合への一般化を可能にする.ま た区間推定に対しても適用可能で

(a)φ (ω)が単調増加で lim″→∞φ(ω )=1,

(b)1″Iα
一学ο場 。+"―み一学θ場 。+妨ン ≧0

なる条件をみたす φ(ω)に対 して,最小比信頼区間はら=[αφ(7)S,bφ (7)S]に よって CPを
大 きくする意味で改良される.こ のクラスの中には Stein型 区間 ISrゃ BBZ型区間 為0が含ま

れている (Kubokawa(1991b)).

1.2。4 多次元母数の推定への拡張 多次元母数の推定への拡張 として多変量回帰モデルの共

分散行列及び一般化分散の推定が取 り上げられる.その標準形は互いに独立なり次正方行列 S
と夕×γ行夕」Xを用いて

S～ %(%,Σ ),X～馬 ×r(0,ΣΘみ) (1.3)

と表わされる.こ こで Иら(π ,Σ )は Wishart分布,Θ は Kronecker積 を表わしている.

一般化分散 IΣ Iの点推定については Shorrock‐ Zidek(1976)が Zonal多項式を用いて Stein

型推定量を導出し,Zonal多 項式を用いない別証明が Sinha(1976)に より与えられた.最近

Sugiura‐ Konno(1988)は危険関数の級数表現を与えて改善度を数値的に調べた.一方 Stein型

信頼区間などが Sarkar(1989)に よって求められた.しかし γ≧2の場合 BBZ型推定量を求め

ることは容易ではなく,こ れは最大不変量が一次元で表わせないことに起因している.Rukhin―

Sinha(1991)は 一般化分散の通常の推定量がXを使わな くても夕≧4な ら非許容的 となるとい

う興味深い事実を証明している.

共分散行列 Σの推定については,Sinha‐ Ghosh(1987)に よって Stein型推定量が導かれた。
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特に γ=1の場合に Perron(1990)は尺度共変推定量のクラスにおいてStein法 による特徴付

けを与え,Kubokawa et al。 (1992a)は Sinha‐Ghosh推定量を改良する経験 Bayes推定量を

導出し,Kubokawa et al.(1990)は Σの推定構造を明らかにし改良する一般化 Bayes推定量

を求めた.しかしΣの場合と同様 γ≧2の ときの BBZ型推定量等明らかにすべき多 くの問題

が残されている。Xを使わなくてもS自身で改良可能なことについては 1.4節で扱う.

1.3 平均ベクトルの同時推定

統計的決定理論において最も興味深 くそして驚 くべき結果は,Stein(1956)に よって発見さ

れた平均ベクトルの同時推定に関する非許容性の事実であろう.こ れは三つ以上の推定問題を

一緒にすると個々には改良できないものが改良されてしまうというもので,Stein現 象と呼ば

れ Brown,Berger,Efron,Morris等 により理論的研究や応用への可能性等が論じられてきた.

1970年代から今日に至るまでこの分野が爆発的に発展しつづけてきた理由の一つには,Stein

(1973)に よって開発された部分積分のアプローチにより技術的取扱いが平易になった点が挙げ

られるだろう.こ の節では,Stein問 題の今日までの歩みを概説する.なお竹内 (1979),篠崎

(1991),Brandwein‐ Strawderman(1990)に より優れた総合報告が出されているので参照され

たい.

1.3.l Stein現象 ター次元確率ベクトル X=(Xl,… ,る )′ が正規分布 ル (θ,Ip)に 従 うとき平

均ベクトル θ=(a,… ,ら )′ をXの関数 δ(X)で同時推定する問題を考えよう.こ こでは推定量の

良さを評価するのに二乗損失関数 ‖δ(X)一 θ‖
2に

関する危険関数がとられる.

θの自然な推定量は明らかにχ自身であり,最小分散不偏,最尤そしてミニマックスである.

また直交行列 Γ,ベクトルグに対して,Ⅸ 十グ,Лθ十グなる変換群に関して推定問題が不変に

なるためには,推定量は共変性 δ⊂X+α)=ハ (X)十グをみたさなければならない。この共変

推定量はδ(χ)=X+グ の形で表わされるが,Xはこのクラスの中で最良なものになっている.

Stein(1956)は Xの許容性に注目し,ク =1,2の ときには許容的であるが,夕≧3に対しては

非許容的となることを証明した.事実彼は上の変換群の部分群 rx,Лθに関して共変な推定量

δφ手{1-φ (‖ X‖
2)‖

x‖
-2}xの 中にXを 改良するものが存在することを示し,James‐ Stein

(1961)は ,δパ={1-(ρ -2)/‖ X‖
2}xと ぃぅ形の改良型推定量の一つを明示的に与えた.こ の

Stein現象を説明する議論には竹内(1979),Stigler(1990),Brandwein‐ Strawderman(1990)

等がある.

James‐ Stein推定量はその形から何か奇異な印象をもたれるかもしれないが,Bayes的立場

からは経験 Bayes推定量として自然に導かれる.い ま母数 θを確率変数と考えθが事前分布

馬 (0,rfp)に 従うとする.こ こで τは未知母数である.こ のときXを与えたときの θの事後分布

は」鴫(rX/(1+τ ),あ (1+τ))と なるからθのBayes推定量は{1-(1+τ )~りXで与えられる.

これは未知母数τを含むのでτをXの周辺分布馬 (0,(1+τ )」p)で推定することが考えられ
る.‖χ‖

2の周辺分布が(1+τ )形 であるから(1+τ )~1の不偏推定量はし-2)/‖ X‖
2と なる.こ れ

を上のBayes推定量に代入して経験Bayes推定量{1-(ター2)/‖ X‖
2}xが得られ,こ れがδパ

に一致することがわかる.δパのこうした動機付けは Efron¨Morris(1972)に よってなされた

が,彼は同時にこの経験 Bayesの 方法によって Stein現象の証明が可能であることを示した.

Stein現象の証明方法には,こ の他に,非心カイニ乗分布が中心カイニ乗分布の Poisson混合分

布で表現されることを用いた James― Stein(1961)の最初の方法 と,部分積分を利用した Stein

(1973)の方法がある.後者は大変簡便で有用であるので次に紹介 しておこう.

よリー般的に δφがXを改良するための φについての条件を求めることから始めよう.絶対

連続 な関数 力(″ )と その微 分 導 関数 λ
′
(″)に 対 して部 分積 分 に よ りE[(χ一a)力(χ)]=
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E[力
′
(χ)]な る等式が成 り立つ.こ れは Stein identityと 呼ばれ,こ れを用いるとδφの危険関

数は

Rα 助 =馴沙+絲 -2かχ一のX¬
艤a「

]

=」夕+絲修ニズ,一劾―■4

となる.こ うして identityを使うことにより未知母数 のを消すことができ,E[・ ]の中身が危険

関数の不偏推定量になるのである.R(θ,X)=沙 だから,結局Xを改良するためにはφ(′)が

φ(′ ){φ (′ )-2(ター2)}ル ー4φ
′
(ι )≦ 0な る微分不等式をみたせばよい.例えば (1)φ が非減少か

つ (2)0<φ≦2(タ ー2),であればよい.こ うしてXを改良する推定量のクラスδφが構成され

る.φ (′)=ター2は明らかに (1),(2)の条件をみたすのでδパはこのクラスに入り,そ の危

険関数はR(θ ,δ
パ
)=ター(ター2)2E[‖χ‖

~2]で
与えられ,非心度が0の とき最大の改善が得られ

る。Stein identityに よる方法の簡便さと有能さはその後のこの分野の顕著な発展をもたらして

いくことになった.

James‐Stein推定量は‖X‖ 2<沙_2の とき縮小し過ぎてしまい各χ の符号を変えてしまう.

そこでδ+=max{0,1-(タ ー2)/‖ X‖
2}χ なるpositive‐part Stein推 定量が考えられ,実際δパを

改良することがわかる.δ
+自

身,解析的でないため非許容的であることが一般論から導かれる.

δ+を改良する明示的な推定量を見つけることはここ十数年の大問題 とされてきたが,最近
Shao‐Strawderman(1992)は その導出に成功している.しかし彼らの発見した推定量も滑らか

でなく,そ の意味では非許容的なままである.それではXを改良する許容的な推定量はどのよ

うな形をしているのだろうか。Strawderman(1971)は φ“(′)=沙 -2-2[∫
lzp′

-2。 o一の″2凌
]-1

に対して δφGβ なる形の一般化 Bayes推定量を求め,φ“(′)が上の (1),(2)の 条件をみたす
こと,即ちδφ

“
がXを改良することを示すとともにその許容性を証明した.δφGBは θの事前分

布の中の超母数に対して無情報事前分布を仮定して得られるという意味で階層 Bayes推定量
である.Stein(1973,81)は /2=Σ∂2ヵメ,7=(∂/敵1"。

"∂
力み )′ に対 して,/が超調和条件

/2/(″ )≦ 0をみたせば δS=χ十月og/(X)な る推定量がXを改良することを示し,ポテンシャ
ル理論との興味深い関係を暗示した.ま た一般化 Bayes推定量はδSの形で表現され,形式的事
前測度が超調和条件をみたせばXを改良することが示された (Stein(1981),HaF(1991)).
一般化 Bayes推定量の許容性 と非許容性 との境界を事前分布によって特徴付けることもなさ
れている (Brown‐ Hwang(1982),Berger(1985)等 ).

Kubokawa(1991a)は 分散の推定で使われた BBZ法をこの問題に適用し,δφ
“

が δパを改
良するBBZ型推定量になっていることを示した.さ らにKubokawa(1991b)は IERD法を用
いて,δパを改良するクラスを明らかにし,

(a)φ (′)は単調増カロで,limι →∞φ(′ )=ター2,

(b)φ (′ )≧ φ
ω

(′ ),

なるφ(′ )に対して δφはδパを改良することを示した.こ のことは,分散の推定問題が δパの改
良に関係していることを暗示しており,δ

十が stein型 ,δφ
“

が BBZ型に対応している.ま た分
散が未知のモデル (1。 1)においては,James‐ Stein推定量は分散 σ2の最良共変推定量 d。

2を
用

いて{1-∂ g(夕 _2)/‖ X‖
2}で与えられるが,∂gの代わりに改良型推定量を使用することが

James‐ Stein推定量の改善に通ずるという結果 も得られている (Kubokawa et al.(1993)).
1.3.2 拡張と新たな展開 Stein現象については様々な拡張等がなされてきたが,そ の主なも
のを正規分布の場合についてまず概説 しよう.
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共分散行列が未知の場合には,尺度変換群に関して不変な損失関数を扱う限り未知の共分散

行列をその推定量で置き換えればよい (Jame‐ ―Stein(1961),Lin‐ Tsai(1973)).し かし不変で

ない損失関数に関しては一様な改良を与える推定量の導出は容易でなかったが,そ の明快な解

答が Gleser(1986)に よって与えられた.

行列平均の推定問題は共分散行列の推定 と関連している点で興味深い.夕 ×γ確率行列Xが
馬 ×7(0,らΘみ)に従うとき,Efron‐ MOrris(1972)は通常の推定量Xが経験 Bayes推定量 趾

={rp― (ター1)(XX′ )~りXに よって改良されることを示した.さ らにStein(1973)は 0許 の改
良を考え,EfrOn‐MOrris(1976)は経験Bayesの方法により0′

ンの改良は逆共分散行列の推定

問題に帰着できることを示し,σ″=0″ ―(メ十ター2)(trXX′ )~lXな る推定量によって改良さ

れることを導いた.Zheng(1988)は Stein(1981)の 行列平均への拡張を行った.よ リー般的

な多変量回帰モデル (1.3)における係数行列の推定問題への展開は Bilodeau‐ Kariya(1989),

Konno(1991),Honda(1991)等 によりなされ,成長曲線モデルでの議論が Kubokawa et al。

(1992b),Tan(1991)に よってなされた.成長曲線モデルにおいて改良のための一般的な条件

を求めることは今後に残された課題になっている.

θについての事前情報に基づいて θがある部分空間アに入っていることが推察されるとき

にはアの方向へXを縮小するStein推定量 δ(7)が考えられ,θ がアに近いときには大きな改

善を与える.しかしそのような事前情報はもっと漠然としたものであるかもしれない.George
(1986)は θが存在すると推察される部分空間の候補が複数個 71,.."降 考えられるとき,それ

ぞれに縮小するStein推 定量 δ(И)の 重み付 きの和 として表わされる適応型推定量 Σに1

ρKX)δ(И)を提案した.こ こでρKX)は改良分の大きいと考えられるδ(り に対する重みが
大きくなるように作られている.

この他にも,母数 α,.."ら の間に順序制約が課せられているときのStein現 象については
Chang (1982), Sengupta― Sen (1991)|こ より, 逐次解析でζD Stein現象についてはTakada
(1984),Ghosh et al.(1987)等により,多重回帰問題での最尤推定量の非許容性に関しては
Baranchick(1973),Takada(1979),Zidek(1978)に より議論された. またStein現象が損
失関数のクラスにおいて一様 に成立 しているか否かの議論が Shinozaki(1980),Hwang
(1985)に よって,Pitman closenessな る規準の下での解明が Sen et al.(1989)に よってなさ
れた.

1.3。3 非正規分布での Stein現象 正規分布以外の離散型・連続型分布族に対してもStein現

象の解明がなされてきた.

連続型分布族のうち,球面対称性の仮定の下では,≧ 4の ときStein現象が生ずることが証明
され (Brandwein‐Strawderman(1990)参 照),ま たコンパクトな集合上での一様性を仮定す
れば夕=3の ときでもStein現象が生ずることが示された.Elliptical Contoured(EC)分 布に
おいては,最小二乗推定量を James‐ Stein推定量が改良するための条件は分布の形に依らない
こと,即ち改良の頑健性が Cellier et al。 (1989)に より示された.

連続型指数分布族の場合,部分積分によるidentityが Hudson(1978)に より導かれ,通常の

不偏推定量を改良する縮小推定量を求めるため微分不等式の解法が Hudson(1978),Berger
(1980),DasGupta(1986)に より求められた.特に Bergcr(1980)は Gamma分布の尺度母
数の同時推定については損失関数のとり方によっては2次元以上でStein現象が生ずるという
事実を発見した.そ の他に Hudsonの identityの多次元指数分布族への拡張,エ ントロピー損
失関数の下でのStein現象,指数分布族での超調和条件等が議論されている.Shinozaki(1984)
は一様分布,両側指数分布,′

一分布などの一次元の分布についても合算することによりStein現

象が生ずることを示した.ま た分布の形が明示的にわからなくても4次の中心モーメントまで
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の情報があればStein効果が得られるという興味深い結果を与えた.正の母数の同時推定に関

する非許容性の一般的結果が DasGupta(1989)|こ より得られている.

離散型指数分布族の場合には,不偏推定量を改良するための縮小推定量を構成することは差

分不等式の解を見つけることになり,Poisson分布,負の二項分布に対して 4次元以上のときに

解が求められた (Hudson(1978)).一 方 Poisson分布のStein現象が 2次元以上のとき生ずる

ことを Clevenson‐ Zidek(1975)が示し,離散分布でのStein問題の研究が活発になされてきた

が,それらが Ghosh et al。 (1983)に よって統一的にまとめられた.

ノンパラメトリックモデルにおいてもL―,M―,R―推定量のStein効果による改良が Sen_

Saleh(1987),Shiraishi(1991)等 によって示された.確率過程や時系列モデルでのStein現

象についても調べられている.

1.3。4 信頼領域 1980年代のStein問題の展開の一つに信頼領域の問題が挙げられる.Xが
馬(θ ,IP)に従うときの通常の信頼領域はCO(χ )={θ ;‖ θ―χ‖

2≦ ε)でぁり,ε は信頼係数1-γ

に対してP(ア≦ε2)=1_γ をみたす定数である.

ある信頼領域 C(χ)が CO(X)を 改良するとは,(I)鳥 {θ ∈C(χ )}≧ 鳥{θ ∈C(X)}が すべ

ての θに対して成 り立つことと,(II)(C(χ )の体積)≦ (C°(χ)の体積)がほとんどすべての

Xに対して成り立つことである。Stein,Brown,JoShiら によって ,≧ 3の ときの α(χ)の非許

容性が示されてきた.しかし実際改良している信頼領域を明示的に求めたのはHwang‐ Casella

(1982)であり,positive‐ part Stein推 定量鉗(X)=max{o,1-α /‖ X‖
2}χ に対してCα (X)={θ ;

‖θ―δオ(X)‖ 2≦ 。}な る信頼領域を考えると,夕≧4で 0<α ≦αcな るαに対してCα(X)が

CO(X)を 改良することを証明した.但しα。は方程式 {″τtt yσ +¢c}p-3=(α c)ω
~め′οVα CCの解で

ある.さ らにHwang― Casella(1984)で は,=3の場合を含むようにαのみたす範囲を広げた.

そして球面対称な分布族への拡張や改良する信頼領域のクラスの構成がなされてきた.尺度母

数が未知の場合の,区間推定でのStein現象については Robert‐ Casella(1990)が 多変量 ′一分

布を含む球面対称分布族に対して証明した.しかしその議論には正規分布が含まれておらず今

後の課題とされている.

以上述べてきた信頼領域の改良は,体積を等しぐしたまま(I)の意味で CPを大きくする方

向でなされてきた.しかし区間推定の本来の意味からはCPを一定にしたまま(II)の 意味で体

積のより小さい信頼領域を構成することが望まれるe Shinozaki(1989)は球 C°(X)全体を原

点に向けて縮小することによって (Ⅱ )の意味で一様に改良する信頼領域を解析的に与えるこ

とに成功した。

1.4 共分散行列の推定

この節では統計的決定理論の立場から活発に研究されてきた,多変量正規分布の共分散行列

の推定問題について報告する.

夕×夕確率行列Sが期待値πΣをもったWishart分布 И咋(π ,Σ )に従うとし,Σ を

'に
よっ

てエントロピー損失tの2~1-loglΣン11-夕 に関して推定する問題を考えよう.通常,不偏推定
量島=π

~lsが
用いられるが,ふ の固有根がΣの固有根に比べ広がってしまい,こ の欠点を克

服するために凡の固有根を中央に向けて縮小する必要が生ずる.こ の方向の仕事には,Stein
(1977),Efron‐ Morris(1976),Haff(1980),Sugiura¨ FuiimotO(1982)等がある.特に Haff

(1979)は Wishart分布での部分積分の公式 (Wishart identity)を 導出し,それは共分散行列

を含んだ推測問題において改良型推定量を求めるための強力な手段 となっている:

一般線形群はミニマックス性についてのKieferの 条件をみたさないので最良共変推定量凡
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はミニマックスでない.James‐ Stein(1961)はその部分群である下三角行列による変換群 G声

を考え,それに関する最良共変推定量がミニマックスであり,Σ
″="7,s=TTt T∈ G夢,D

=diag(4,… ,あ),4=(π 十′+1-2グ)~1,で与えられることを示した.しかし

'″

は座標系のとり
方に依存するので直交不変なミニマックス推定量を構成することが望まれる.

直交不変なミニマックス推定量の導出には二つの方向がある.一つは Stein(1977),Dey‐
Srinivasan(1985)の アプローチであり,直交行列R,対角行列 L=diag(洗 ,… ,あ )に よって S=
肥 R′ と表わされるとき,'″ が ,Sr=Rdiag(ム乙,… ,らあ)R′ によって改良される.さ らに Dey
二Srinivasan(1985)は ,≧ 3の ときに

'Srを

改良する推定量を導き,Sheena‐Takemura(1992)
は打ち切 り型推定量を考えることによって少≧2でのΣSTの

ブト許容性を示した。Haff(1991)は
Bayes推定量の変分形式 VFBE(Variational FOrm of Bayes Estimator)を 与える一般論を
展開し,Σ に対するVFBEを求め,それが

'Srょ

り優れていることをシミュレーション実験に
よって示した.も う一つはTakemura(1984)の アプローチで,直交群 0(夕)上の一様分布μと,

Tr写=「′SF,F∈ 0(夕)に対して

'υ

=∫θω)FηOttΓ′
″(F)な る推定量によって

'π

は改良
される.Σ υ

は沙≦3の ときには明示的表現が与えられたが,夕≧4で は困難 とされてきた (Ta‐

kemura(1984)).そ の困難さはある量の比の期待値を計算するところにあるが,PerrOn(1992)
はそれを期待値の比に置 き換えて近似解を陽に求め,それが直交不変 ミニマックス推定量にな
つていることを示した.

共分散行列 に関連 して二つの共分散行列の比 に関す る推定が DasGupta(1989),KonnO
(1992),Bilodeau― Srivastava(1992)等 によって議論されてきた.特に Bilodeau‐ Srivastava
は比に関するエントロピー損失を導入 し,共分散行列の場合 と同様な結果が比の推定において
成立することを示 した.

1.5 縮小を要する推定問題

以上述べてきた,分散,共分散行列,平均ベク トルの推定は縮小推定の代表的な問題である。
その他にも通常の推定量の縮小または拡大を必要 とする問題 は少な くないように思われる.そ
のときどの程度縮小または拡大すべきかの指標を与えることが重要であるが,1.2節 ,1.3節で
ふれた IERD法 はその一つの有用な手段であると期待される.そ の例のい くつかを以下に紹介
しよう.

変量模型,混合模型における分散の群間成分の推定については,一般にその不偏推定量は正
の確率で負値をとりえてしまい,その非合理性を排除する為に様々な試みがなされてきた.二
次形式の推定量のうちでは非負な不偏推定量は存在 しないことや非負な二次形式推定量は漸近
的一致性を持たないことが知 られている.従って,二次形式統計量の範囲を超えて正で一致性
をもった改良型推定量を求めることが望まれる.IERD法 を用いると,不偏推定量を正の方に縮
小することによってそのような推定量を求めることができる.多次元への拡張 として,多変量
混合モデルにおける共分散行列の群間成分の推定が Calvin‐ Dykstra(1991)に よって議論 さ
れ,最尤推定量を求めるアルゴリズム等が提案された.こ のような多次元の場合に IERD法を
いかに適用するかは今後の興味深い課題である.

非心カイニ乗分布や非心 F分布の非フい母数の推定についても不偏推定量 は負値 を取 りえて
しまい,その欠点を排除するための手段が議論されてきたが,こ の場合にも不偏推定量を改良
する合理的な推定量の導出に対 してはIERD法が有効であることがわかる.こ の問題の多次元
化も今後の課題である (Leung‐Muirhead(1987)).

順序制約下での母数推定においては,推定量がその母数空間からはみ出しているときにはそ
の空間に縮小または拡大する必要がある.最尤推定量はそのような手法になっていて,そ の導
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出のための isotonic回 帰法を用いたアルゴリズム等が提案されてきた.IERD法 を用いると許

容的ミニマックス推定量を含んだ改良型推定量のクラスを構成することができる.ま た多変量

線形校正問題や統計的制御問題における古典的推定量を改良する一致推定量の構成や分散比の
二重縮小推定量の導出においてもIERD法の使用が有用であることがわかってきた.その他に

も,決定後または検定後の推定問題 (Dahiya(1974)),線形回帰モデルで説明変数間に多重共
線性が存在するときの安定な推定量の導出,付加的情報の使用による推定量の改善などにおい

て縮小の考え方が重要であり,一般に,推定が過大評価または過小評価している場合や,推定
があいまいで漠然としたものだったり不安定なものだったりしたときには,よ り安定したより
確かな方向へ縮小することが望ましく,何 らかの意味でより優れた縮小推定量を導出すること
が大切であると思われる.
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2.統計的推測の漸近理論 一幾何的アプローチの展開から一

2.1 は じめ に

この章では統計的推測の漸近理論を幾何的アプローチを中心にサーベイし,将来の展開への

萌芽的研究 も紹介したい.Kass(1987)は 巻頭の紹介の中で R.A.Fisherの ことを“0%γ ποs″

θη′切つα″ 望″ (我々の不可思議な大いなる哲人)"と 称した。Fisherが 1925年論文の中で統

計的推測の基本概念 となる一致性,十分性,有効性を提出し,そ の三位一体の枠組の中で情報

の損失とその回復が彼の推定理論の核心となっている。彼の一言々に対して多 くの優秀な数理

統計学者が長大な数学的道具を駆使して理解を完成して行ったのは 1980年代である.更に驚 く
べきことに彼の業績の対を成すもう一方には集団遺伝学がある.自 然選択のFisherの 基本定理

が集団遺伝学の中心を形成している.最近の成果である進化的安定戦略 (ESS)の展開もこの枠

組にある。 (Fisherの 数理進化論の貢献の総説はKarlin(1992)を ,ESSに ついてはLessard

(1989)を参照されたい.)

2。2 漸近有効性

Fisherは 標本Xか ら統計量 T=T(X)へ の情報縮約による情報損失の尺度をん(T)≡

HX)一 L(7)と 定めた.こ こでπはXの標本サイズ,為(X)と 為(T)はXと Tの持つ情報行列
とする。Tが十分統計量ならばる(r)は任意の%に対して消える.Xの従う分布が指数型なら
ば,最尤推定量は十分だから情報損失はないことより,指数型でないときが問題 となった.最
尤推定量は観測一回当たりの損失 (1ル )∠″が %→ ∞ の極限で消えることしか云えない.こ の性

質 (1次有効性)を満たす推定量のクラスの中でFisherの 主張は一般に “最尤推定量は%の極

限で情報損失∠πの下限を与える (2次有効性)"と 云うものである.

Fisher予 想の最尤推定量の 2次有効性の解決の第一歩はRao(1960,1962,1963)の 二部作
から始まった.情報損失∠″の扱い易い形を与え,多項分布のワンパラメーター族の場合,最小
χ2推定量を含む幾つかの推定量と共に最尤推定量の情報損失の極限を求め,Fisherの計算の一

部を訂正した.更にバイアス修正の操作をすれば推定量の 2次有効性は分散の 2次までの項を

最小にすることを証明した.第二歩はEfron(1975)に よって踏み出された.Xの従う分布が指

数型分布の非線型ワンパラメーター族に広げられ,推定量Tの情報損失の極限は

lim″→∞∠″(r)=γ;十 (1/2)β:(T)

で与えられる.こ こで γθはθにおける指数線型性からの乖離度を表す量で Efronは 統計曲率
と呼んだ.βθ(T)は rに依存する量でTが最尤推定量のとき恒等的に消え,ゆ えにその損失の

極限は下界 γθに到達することが証明された.最終版は,Amari(1982,1985)の微分幾何によ

る考察で成し遂げられた.確率密度関数の空間上で相異なる夕(″)と ,(″)を結ぶ測地線の一組
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Cl=(妙 (″ )十 (1-′ )σ (″):0≦ ′≦1},C2=(C(′ )夕(″ )`σ (χ)1~`:0≦ ′≦1}

と定める.こ こで C2の中の σ(′)は規格化定数である.こ の Clと C2に よって誘導される線型

接続を各々, ミクスチュア接続 と指数接続と呼ぶ。モデルは指数型分布の非線型マルチパラメ

ーター族″に拡張され,情報損失行列は

lim″→∞∠″(T)=G2(〃 (のαイ))十 (1/2)G2(″
(″
〈T))

と表された.こ こで″(の は″の指数接続に関する第 2基本形式で,〃(2)は 推定量Tの張るアン

シラリィ空間のミクスチュア接続に関する第 2基本形成で,α はGram形式を表す.統計曲率

γ:の多次元版は〃(の
(〃)の Gram形式で表現された.こ の二つの線型接続はFisher計量の下

で互いに双対で,統計モデルと推定を同時に評価できる物差の役割を演じ, 2次有効性理論が

完成された.4節においてその後の発展の中でこの双対構造が重要な鍵を担うことになる.

Eguchi(1983)は ,最小コントラス ト推定量の情報損失の公式を与え,最尤推定量を含む 2次

有効な推定量のワンパラメータ族を提出した.こ れより2次有効な推定量のクラスの中で更に

高次漸近挙動の構造決定が問題 となるがこれは未解決である.

漸近有効性の大きな貢献 として竹内と赤平の業績が挙げられる.彼等による漸近有効性の定

義は,分布の集中度によるものである.推定量を中央値不偏になるように操作し,真値の廻り

での確率をNeyman‐Pearson検定によって得られた上界を基準にして上ヒ較するものである。こ

れらの結果はAkahira and Takeuchi(1981)に まとめられている.彼らの結果は曲指数族を

越えるよリー般の正則な分布族について成 り立つが,その結果は甘利と公文による微分幾何学

を用いる表現と一致している.ま た Pfanzagl(1985)も 分布の漸近展開の方法によって漸近有

効性を考察している.Edgeworth展開の幾何公式はAmari and Kumon(1983)に よって与え

られている.

Le Cam(1970)は 分布族の正則性について解析的に厳密に考察している.超有効性の問題の

一解決はInagaki(1970)に よって与えられた.こ の方向をまとめたものにLauritzen(1988),

Torgerson(1991)が ある.

2.3 その他の漸近的性質

統計曲率のその他の応用は次に挙げられる.検定の漸近理論において Kumon and Amari

(1983)は 1次,2次有効な検定の 3次検出力損失関数を統計曲率を用いて具体的に示したe Le

Cam(1964)の 提案した推定量Tの欠損量はSkogaard(1985)に よって

lim″→∞%supβ{鳥(3)-2(3)}2≦ ィ

と表された.こ こで鳥 はXの確率測度,Aは Tの誘導する確率測度とする.欠損量のより高度

な研究はAkahira(1986)を 参照されたい。Fu(1982)は 統計曲率の役割を大偏差解析による

推定の研究の中で次の形で明示した.

limε→Oε
~4{β

(θ ,ε)一 β(T,ε}≧ (1/8)γ :

ここで B(θ ,ε)=lim π
-110g P{‖ T一 θ‖

2>ε
},β (T,ε)=in/a椰2(θ *,θ

):‖ T一 θ‖
2>ε

}.上 の不

等式の等号 はTが最尤推定量 の とき成立す る,Fu and Kass(1984)も 参照.Eguchi(1984)
は,回帰分析 における残差平方和 を上のモデル″へ拡張 し,推定量 Tに対 して″ の余次元が /
の とき,
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1imπ→∞πEθ‖π一η(r)‖ 2_/≧
(1/2)γ :一 Gげ la10И

),(3/2〉りくのαИ)― (1/2〉り(″ )0′
)〉

が成立し,等号はやはりTが最尤推定量のとき成立する.推定された残差の最小化によって得

られる重み付け最小自乗推定量が提案され極限損失の計算と集団遺伝学の問題に適用された

(Eguchi(1986,1990)参照).こ れらの 3つ の不等式はRaoや竹内と赤平によって工夫された
バイアス修正の操作が必要ない.こ れは尺度そのものがパラメータ効果がないからだと思われ

る.EfrOn(1982)に 関連した考察が見られる.最尤法はパラメータ推定としてではなくパラメ

ータによって指定された確率密度関数の決定 (サマリーと呼ばれる)に最適性があると云う主

張である.統計モデルの中で最も自然と思われる正規分布の平均パラメータの推定においてさ

えも平均自乗誤差を損失とするとき最尤法推定量は最適でない.こ の様なStein現象は前章を

参照.

最尤推定値 θを求めるためのFisherス コアアルゴリズムはスコア関数をS(θ )と すると
き,反復列 {仇 }た が初期値 aか ら仇+1=att」 -1(a)S(a)(ヵ

=o,1,… )と定められる.こ のとき,

饉

∝ γ′

が成立する (Kass(1984),Eguchi(1985)参 照)。 最尤推定値を求めるもう一つのDempster,
Laird and Rubin(1977)に よるE″ アルゴリズムは収束は遅いが大域収東性を持つ方法とし
て有力である.最尤推定値の存在性の考察はNakamura(1991)に ある。
Cox and Reid(1987)は パラメータ直交性から近似条件付き推測の構成を議論している.条

件付き推測の興味ある考察はYanagimOtO(1989)に ある.BarndOrff‐ Nielsen(1986a,b)は

条件付き推測に対してもう一つの微分幾何的方法を考えた。Riemann計量として Fisher情 報
量ではなくて観測値に依存したFisher情 報量を採用した.即ち,最尤推定量 ′と漸近補助統計
量αが存在して観測 Fisher情 報量が 3′(θ,α )と書けるとき計量の成分をθ(θ )≡ Sθ (θ ,α)に
よつて定義した.こ れにより観測値に依存した線型接続が定義され,BarndOrr‐ Nielsen and
Cox(1979)で得られた最尤推定量の条件付き密度関数の公式

夕(∂ )lα ,θ)=(t(θ)ん (′ ) (2.1)

が拡張された。Efron and Hinkley(1978)及びサ ドルポイント法 との関連は Reid(1988)に
議論されている.こ れはロケイションモデルにおける Fisherの 公式の拡張に成功している.更
に BarndOrff_Nielsen,Bhsild and Eriksen(1989)は変換モデルに対 してこの枠組の中で Lie

群論を展開している.

Bartlett(1937)は対数尤度比検定において帰無仮説の下での尤度比統計量のχ
2分

布の近似
の為に定数倍する補正を提案した.それにより尤度比統計量の仮説の下での分布が 1ル のオー
ダーまでχ

2分
布に一致できる.こ のBartlett補 正についてVos(1989)は幾何的理論を展開し

た.関連文献にBarndorff‐ Nielsen and Cox(1984)がある.

2。4 幾何的アプローチの最近の展開について

Fisherの 直観を解 く有力な鍵は “幾何的アプローチ"ではあったが,あ る意味で既に予告さ
れているス トーリーを再解釈 したに過ぎないという批判 もあるだろう.しかしながら,1980年
代後半からこの方法論が漸近理論の枠を超 えて新 しい広が りを見せるようになった.ア メリカ

数理統計協会が “統計科学"と いうキーワー ドと共に新雑誌を刊行 した同時期である.こ の微
分幾何的展開には二つの方向がある :一つは新 しい幾何学の建設を目指す方向,も う一つは方
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法論の対象を統計学に留まらず数理諸分野へ飛躍する方向である。勿論この内なる方向と外な

る方向は表裏一体で数理統計と離別したものでなく,よ り広い翼の統計科学に含まれると思わ

れる.

前者の方向の萌芽はNagaoka and Amari(1982)に 見られる.それに刺激を受けた Laurit―

zen(1987)は 現代微分幾何のコーディネイ トフリーの言葉によって双対線型接続を研究した。

それはRiemann空間 (〃,g)上の線型接続アとア*を平均接続(/十ア*)/2が θに関する計量

接続になる時,双対的であると呼び,更に T(X,y,Z)三θ(7χ y― /姜 y,Z)がχ,y,Zに 関

して対称であるとき (″,g,の を統計多様体 と呼んだ.ア とア*に
関する Riemann曲率テ

ンソルをRと R*と するとき,

θ(R(X,y)z,7)=θ (Z,R*(y,X)7)

が成立することより″のR平坦 とR*平坦の同値性が示された.Lauritzenは R=R*の 同値条

件を提出した.Amari(1985)は R―平坦な区間″上にLegendre変換 :φ(η )≡ infθ {ιθη一蠍θ))

から作られるダイバージェンス関数Dに関してピタゴラスの定理を証明した.即ち,″上の三

点夕,2,γ に対して夕からcへ結ぶ /―測地線とγからαへ結ぶア*―測地線が点αでθの意味

で直角に交わる時,

D(夕,c)十 D(2,γ )=D(夕 ,γ )

となる.こ の様に R―平坦な空間〃上に双対 Euclid的 世界像が連想される.こ れが Fisherプ ロ

グラムの“十分性"か ら派生した指数型分布族の数学的拡張である.実は R―平坦な空間〃を純

粋に幾何的な発想からShima(1976,1980,1986)は Hessian多様体と呼んだ.実際,″上で

θの成分は座標系 θとηで各々, ψ(θ)と φ(η )の Hessianで 表される./と θに対する La‐

placianと 自己共役な楕円型微分作要素の関係が明かにされている.ま た Kurose(1990)はア

ファイン微分幾何の立場から双対接続 ア とア*を研究した.Eguchi(1985,1992)は 多様体上

のコントラス ト関数が,自然に計量 と双対接続を生成することを示し,更に反対称部分が

Riemann曲率となるテンソルの双対対称性を研究した。野水も共同研究の中で双対接続の考察

を始めた (Nomizu and Pikall(1987)と Dilen,Nomizu and Vranken(1990)参 照).

Bamdorf‐ Nielsenの 研究グループの一連の論文活動は条件付 き原理から見い出された計

量,共変微分,高次微分の数学的性質を抽出することに成功している。Barndor“‐Nielsen and

Blasild(1987),Barndorff‐ Nielsen and Jupp(1988),Barndorff― Nielsen and Blasild(1988),

Barndorff‐ Nielsen, Blasild and Eriksen (1989), BarndOrff‐ Nielsen and Jupp (1989),

Barndor“‐Nielsen(1990),Bttsild(1991)等 ,精力的な研究がなされている.彼 らは微分ス

トリング,不変 Taylor展開など統計的推測の応用に現れた数学的側面を更に抽象的に考え,ヨ

ーク幾何と呼んでいる.

この様に統計的推測を対称にして生まれた“幾何的アプローチ"は Riemann幾何学を超えて

双対性が本質的な役割を果たす新しい幾何学に発展する兆しが見えつつある.こ れは数理物理

学の世界から眺めれば自然な方向と思われる。Newton,Gauss,Einsteinの 例を挙げるまでも

なく数学と物理学は交互に刺激し,培い合った長い歴史があり,現代も数学の一大主流をなし

ている。この 50年近 く経てFisher予 想の解決,統計的推測論の理解に有効だった方法論が数学

的にも興味あるものを提供すると考えておかしくないだろう.少なくとも1980年代まで幾何学

者が全 く気がつかなかった微分可能多様体の豊富な例に “統計モデル"或は“統計パラメータ"

があることは云えるだろう.

もう一つの方向は幾何化の対象の拡大にある.最初に挙げられるのは上の流れとは独立に進
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められた Akin(1979,1982,1990)の 集団遺伝学の幾何化がある.彼は Shashahani(1979)

が提案した計量によって生物集団の多形性,性比,適応度,エ ピスタシスなど世代に関する生

物集団の力学系の理論を展開している.力学系を記述するベクトル場が Shashahani計 量に関

するグラジェント場でないときHopf分岐が起 こることを証明し進化ゲーム論を展開してい

る。ところで,こ の計量は多項分布のFisher計 量そのものである.こ の様にFisherが 息吹を与

えた統計学と集団遺伝学が独立に幾何化されたことは興味深い.

甘利は共同研究を通 し,脳の神経回路網の機構を微分幾何の方法で挑戦している.Boltz‐

mannマ シンの成す多様体に双対平坦性が自然に導入されている (Amari(1990),Amari
(1991),Amari,Kurata and Nagaoka(1992)Amari,Fuiita and sinomotoを 参照。)こ の研

究に先駆けてシステム制御理論と多元情報コード理論の幾何化にも成功を収めている (Amari

(1987,1989)と Amari and Han(1989),関連する文献はRavishanker,Melnick and Tsai

(1990)を参照).

2.5  よ, オ)り に

この 60年の歩みの中で科学は目まぐるしい進展を遂げた.例えば,Fisherたちによって創ら

れた集団遺伝学の中では遺伝子とは単なる数学的な記号 (■,3,… )に過ぎなかった.現代の

生物学によると遺伝子は塩基対配列の化学物質として観測できる.その 1次構造は各生物種に
ついてGen Bank,EMBLな どのデータバンクから手軽に利用できる時代である.ア メリカで

はヒトの全遺伝情報を解析する計画 (HGP)が国家的事業 として進められている。Neyman
(1971)は早 くからDNA列の統計解析の重要性を訴えている。もしFisherな らばどんな解析を
していただろうか ? Flesenstein(1983)や Kishino and Hasegawa(1989)に よって進化系
統樹の最尤法が精力的に研究されている.

気象学から端を発したカオス理論,フ ラクタル次元論,フ ァジー推論など統計科学の展開に

有力なアプローチが近年盛んに研究され,我々が解析できる現象が拡大されつつある (カ オス

の統計的予測,制御に関してはCasdagi(1992)な どェ Rtt S″麻ム助ε.の第 54巻 に特集を,

フラクタル次元の推定はTaylor and Taylor(1991),フ ァジー推論はToley and MantOn
(1992)な どを参照).

現代における統計学の目指すべき方向は科学としての統計学があると割 り切ることによっ
て,不毛な思想的な対立,極端なまでの自己完結性の追求,その有用性との葛藤から飛躍でき
るのではないかと思われる.統計学会の会報 No.73に おいて竹内啓氏が環境問題について随筆
で述べた様に,21世紀を迎えつつある現代の環境問題は限りなく地球惑星そのもの,或 はその

物質循環のトータルシステムの構造の同定が解決を急ぐ大きな問題となっていると思われる.

このテーマに対して統計学の貢献が正否の鍵を握っているではないだろうか.

謝辞 :査読者の有益なコメントに感謝します.
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統計的推測理論の現状

3.検定論の最近の展開

3.1 は じめ に

ここでの目的は検定論の最近の研究を概観することである.検定論は推定論と並んで数理統

計学の中心的な課題であり,全体を詳細に把握することは困難であるので,以下では国際的に

重要と思われる事項について触れるとともに,日 本人の業績に重点をおいて検定論を概観する.

統計的決定理論の観点からの検定論の理論の枠組みはLttmann(1959)の教科書に代表され

るように 1950年代に確立された.こ の意味では検定理論のそれ以降の発展は50年代に確立さ

れた枠組みの中での精緻化と言ってよい.実際,検定の一般理論に関する最近の文献はあまり

多 くない.しかしいくつかの分野では,検定論が活発に研究されている。例えば分布の適合度

検定,ノ ンパラメトリック検定,多変量解析などの分野である.ま た,検定における漸近理論

の発展も注目される.第 2章で概観されているように漸近理論は主に推定論において発展した

ものであるが,漸近理論の道具となる漸近展開の手法は検定論の研究にも有用である.た だし

推定論と比較して見ると,検定論における漸近理論の結論は推定論におけるほど明快なもので

はないと思われる.

検定の一般理論の研究があまりさかんでない一つの理由として,伝統的な検定の考え方に対

する疑間があげられる.伝統的な検定論の枠組みでは,第 1種の過誤と第 2種の過誤が非対称

的に扱われている.ま た帰無仮説も非常に明確に定義されたものでなければならない.こ のよ

うな検定の考え方は非現実的であるとして,検定の問題をより広 くモデル選択の問題と考える

立場が有力になりつつある.モデル選択の問題は多方面で論じられていることもあり,こ こで

はモデル選択の問題にはこれ以上触れない.た だし例えば適合度検定は,伝統的な検定という
よりはモデル選択の方法という側面が強 くモデル選択の考え方に近いものと言うこともでき

る。

以下では,検定の一般理論について述べた後,不変検定,順序制約下での検定,尤度比検定

等の漸近理論,適合度検定について述べる。多変量解析については別稿にゆずり,ノ ンパラメ

トリック検定に関してもスペース等の関係で以下では省略する.

3.2 検定の一般理論

検定の一般論に関しては現在でもLehmannの教科書 (第 2版 :Lehmann(1986))が最もま
とまったものであると思われる。1959年の第 1版 と比較して第 2版は2倍近 くの厚さとなりこ

の間の検定論の発展を裏づけているが,内容を比較して見ると検定論の枠組みはほとんど変化
しておらず,個別的な内容の充実が主である.第 2版で追加された部分としては,Lehmann自
身の貢献を多く含むノンパラメトリック検定の分野の諸結果,多変量線形モデルに関する 1章 ,

及び補助統計量 (ancillary)に 基づく条件つき推測に関する最終章があげられる.ノ ンパラメ

トリック検定及び多変量線形モデルの分野では,60年代 70年代を通じて様々の検定の性質が
一般的な検定論の枠組みの中で詳しく調べられて来ており,それらの結果が盛 り込まれている.

統計量スの分布が関心のあるパラメータに依存しない時4を補助統計量という.補助統計量が

存在する場合には,統計的推測を補助統計量を与えた時の条件つき分布に基づいて行うべきだ
とする条件つき推測の基準はある程度の説得性を持っているが,こ れを支持する決定論的観点
からの明快な結果は得られていないように思われる.漸近理論の枠組みでは,第 2章に触れら
れているように漸近的な補助統計量に基づく条件つき推測の理論が発展しつつある.

決定理論の観点からの検定論の基礎的研究として Brown,Marden,Perlman,Cohenら の継



日 本 統 計 学 会 誌  第 22巻 第 3号 (増刊号)1993

続的な研究 (Marden(1982a,b),Cohen and Sackrowitz(1987),Brown and Marden(1989),
'Cohen and Marden(1989),Marden and Perlman(1990)等 )が注目される.彼 らは,許容的

な決定方式がベイズ決定方式の (汎弱位相に関する)極限として得られるという一般的結果を

応用することによって,様々な検定問題について検定関数の完全類を与えている.こ れにより

多 くの検定の許容性を示すとともに,い くつかのよく知られた検定についてはそれらが非許容

的であることを示している.非許容性の結果は興味深い.ま た検定の不偏性についても考察し

ている。Marden(1982a)で は同一の仮説につき複数 (η 個)の独立な検定結果が得られる場

合に,各検定において観測された有意水準 (タ
ー値)沙らグ=1,… ,π,を総合する検定方式の許容

性を議論している.そ して例えば -2Σ log p2・ を自由度 2π のカイニ乗分布 と比較するFisher

の方式が許容的であることを示している.Cohen and Sackrowitz(1987)は 複数 (力 個)の母

集団において対応する母数 のが等しい (島:α =… =a)こ とを検定する力標本の等値性の検定

の不偏性を論じ,指数型分布族で各母集団からの標本数が等しい場合について,多 くの検定が

不偏であることを示しているeこ れは正規分布等に関する個別の結果を一般化したものである.

Cohen and Marden(1989)で は, 力個の正規母集団の分散の等値性の力標本問題について各

母集団からの標本分散をs′ ,グ =1,… ,力,と する時,max s子/Σずに基づくCochranの検定及び
max s′/min s子 に基づくHartleyの検定が非許容的となることを示している.

3.3不 変 検 定

検定の不変性は検定問題が対称性を持つ場合にしばしば前提とされる基準である。数学的に

は対称性は群の作用という形で扱われるので,不変検定を論じる際には群及び群の作用にとも

なう不変測度の概念が用いられる.特に多変量解析の分野では群の作用として一般線形群や直

交群などの連続群を考えるので数学的にやや高度な議論が必要となる.

多変量解析等で必要とされる不変性の群及び不変測度に関する数学的な諸結果は,R.A.
Wijsman,S.A.Andersson,刈 屋,M.L.Eatonな どによって整理された。Eaton(1989)及
び Wijsman(1990)は連続群及び不変測度の理論に関する教科書として有用であるとともに,

不変性の観点から様々な統計的問題について整理して議論している.不変検定の観点から特に

重要なのは,最大不変量の尤度比を密度関数の不変測度に関する積分の比を用いて表す Wtts‐

man(1967)の 定理である.こ の定理の導出と証明はWijsman(1990),Andersson(1982),
Kariya(1985),Kariya and sinha(1988)に 与えられている.

Wijsmanの定理により最大不変量の尤度比が求めらることから,こ れにNeyman‐ PearsOn
の補題を応用することにより最強力不変検定を得ることが考えられる.最強力不変検定は通常
対立仮説に依存する.しかしながら刈屋は,最大不変量の尤度比の微係数に対してNeyman‐
PearsOnの 補題を適用することにより,多変量解析におけるGMANOVA等 のいくつかの複雑
な検定問題について,局所最強力不変検定が存在することを示し明示的な形で導出した (Kar‐

iya(1978,1981a),Eaton and Kariya(1983)等 ).局所最強力不変検定は,不変検定のうちで

帰無仮説の近 くの対立仮説に関して最 も高い検出力を持った検定である.GMANOVAは
MANOVA(多 変量分散分析)の母数に制約の加わった複雑なモデルであり,局所最強力検定
のような最適性を持つ検定が明示的に得られることは興味深い.こ れらの結果については Kar‐

iya(1985)で まとまった解説が与えられている.

また刈屋は不変検定の方法を用いて「検定のロバス トネス」の問題を系統的に研究している.

すなわち正規分布のもとで最適性を持つ通常の検定の標本分布や最適性が,正規分布を一般化
した elliptically cOntOured distribution(楕 円等高面分布)に関しても保存されるか,と いう
問題である (Kariya(1981b,c),Kariya and Sinha(1985)等 )。 このうち正規分布以外でも帰
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無仮説のもとでの標本分布が変わらない場合をnull robustness,さ らに正規分布以外でも対立

仮説に対する最適性が失われない場合をnOnnull robustnessあ るいはoptimality rObustness

とよんでいる.刈屋はelliptically contOured distributionに 関しては非常に多 くの場合に null

robustnessが ,ま たいくつかのケースではoptimality robustnessが 成立することを示した.検

定のロバストネスについてはKariya and Sinha(1988)に まとまった解説が与えられている.

不変検定の手法の応用として興味深いのは,正規分布のもとでの外れ値に関するFerguson

(1960)の結果である.Fergusonは χ ,グ =1,… ,%が互いに独立に正規分布 Ⅳ(μ′,ど)に従う時
にslippage型の検定問題,すなわち対立仮説のもとでいくつかのμJあ るいはσ子が他のものと

異なるとする検定問題,において標本歪度と尖度が局所最強力不変検定となることを示した.

この Fergusonの 結果は多変量正規分布の場合 (Schwager and Margolin(1982))及 び球面対

称分布の場合 (Das and Sinha(1986))に 一般化され,Mardia(1970)の多変量尖度に基づく

検定が局所最強力不変検定であることが示された.た だし多変量の場合の結果は対立仮説の選
び方に依存したものだと思われる.Fergusonの 結果は外れ値の検定に関してであるが,こ れは
正規分布の適合度検定の問題 とも考えることができるので 3.6節で再びふれる.

3.4 順序制約下での検定

いわゆる順序制約下での検定問題についてもかなりの文献が見られる.順序制約下の検定問
題とは,例えば力標本の平均の等値性検定 (帰無仮説 島 :μl=… =μた)で,対立仮説のもとでは
平均の大きさの順序が決まっている (対立仮説 島 :μl≦ …≦μた)形の検定問題である.対立仮説
として一方向の順序のみ (島 :μl≦ …≦μた)を考える場合を片側検定問題,両方向の順序 (島 :μ l

≦…≦μたor μl≧ …≧μた)を考える場合を両側検定問題という.順序制約下の検定問題は対立仮
説が複数の線形不等式によって表わされるよリー般の凸錐となる問題に一般化される (Kudo
(1963)).す なわち対立仮説として母数ベクトルがある凸錐Cに属する問題を片側検定問題,C
∪(― C)に属する検定問題を両側検定問題という.順序制約のもとでは最尤推定量や尤度比検
定が複雑となるために,通常の検定問題とは異なった理論が必要とされる.こ の問題に関して
は日本から九州大学のグループ及び東京大学のグル‐プの貢献が顕著なので,以下では主にこ
れらの貢献について紹介する.

1頁序制約下での統計的推測はBarlow,Barth01omew,Bremner and Brunk(1972)の 教科書
で分野が確立したが,そ の後の発展はRobertson,Wright and Dykstra(1988)の教科書にま
とめられている.Robertsonら の貢献についてはこの教科書から知ることができる.ま た広津
(1976)の第 6章及び広津 (1992)の第 3章にも簡単な解説がある.

片側検定問題に関してはBirnbaum(1955)以 来の議論により検定方式の最小完全類を求め
ることができる (Eaton(1970),Hirotsu(1982),竹 内 (1979),Marden(1982b)参照).広津
(1982)に従ってこの結果を多変量正規分布 Ⅳ(μ ,Σ )の平均ベクトルμの検定について述べれ
ば次のようになる.帰無仮説及び対立仮説をそれぞれ

Jf。:4′μ=0, Jfl:ス′
μ≧0

とする.た だし4′μ≧oは 4′μの各要素が非負であることを表す.″～Ⅳ(μ,Σ )と する時,許容
的な検定関数は,そ の受容域が凸で,かつ (4′ス)~1■ 2~1(″ 一EO(″ |ス

*`″
))の各要素について単

調増加である.た だし E。 は帰無仮説のもとでの期待値であ り,4*は (4,ス *)が正則かつ
ス′24*=0と なるように選ぶ。Σ=fの場合について述べれば,C~を対立仮説をなす凸錐Cの
双対錐とする時,許容的な検定関数の受容域は凸でありかつ CTの内部に向かう任意の方向に
単調である.順序制約下での検定については尤度比検定をはじめいろいろな検定方式が提案さ
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れているが,以上の結果によりこれらの検定の多 くは許容的であることがわかる.た だし,帰
無仮説についても順序制約を課した場合には尤度上ヒ検定が非許容的となる場合のあることが知

られている (Warrack and Robertson(1984),Nomakuchi and Sakata(1987),Menё ndez

and Salvador(1991)).

順序制約下での検定方式としてよく用いられるものには尤度比検定,Abelson‐ Tukey検定,

田口玄一氏による累積法 (田 口玄一 (1966)参照)お よびその精密化・一般化である累積カイ
ニ乗検定などがある.た だし累積カイニ乗検定は両側検定問題に適用されるものである.

Abelson‐Tukey検定はCの中心方向に向かう対立仮説に対して高い検出力を持つ検定である.

また累積カイニ乗検定はCの端辺方向に対するカイニ乗統計量を各辺について累積したもので

あり,さ まざまな形の対立仮説についてある程度の検出力を持つように考えられた検定である。

広津,竹内は累積カイニ乗検定が実用的でありまた検出力の観点からも良好であることに注

目して,累積カイニ乗検定の考え方を様々な形に展開している (Hirotsu(1978,1979,1982,
1986),Takeuchi and Hirotsu(1982)等 参照)。 これにより累積カイニ乗検定の有用性が理論

統計家の間でもよく知られるところとなった.Hirotsu(1986)は 累積カイニ乗検定統計量の標
本分布が自由度 1のカイニ乗統計量の加重和となることを示し,累積カイニ乗法の意味づけを

明確にした.ま た漸近分布の形が適合度検定の一つであるAnderson‐Darling検定(3.6節参照)

の場合と同等であるという興味深い結果も示した.

工藤,坂田,笹渕,野間口らは特に順序制約下の尤度比検定に関して多くの結果を出してい

る.こ れらの結果の一部は野間口 (1992)で サーベイされている.順序制約下での平均ベクト
ルの最尤推定量は,1頁序制約を満たさない推定値を順に加重平均していくPAVA(pool adia_
cent violator algorithm)と よばれるアルゴリズムで簡単に求められる。Sasabuchi(1980)で
は帰無仮説が凸錐Cの境界,対立仮説が凸錐Cの内部となる問題について尤度比検定を導いて
いる。Sasabuchi et al。 (1983)で は検定問題を複数の多変量正規分布の平均ベクトル間の順序
制約に拡張した場合の PAVAに よる最尤推定を論じている。Nomakuchi and Shi(1988)で
は同じ問題について Abelson¨Tukey型の統計量を提案している.

与えられたデータに対してPAVAに より最尤推定量が簡単に計算できることから,尤度比
検定統計量の値を計算することも容易である.し かしながらPAVAは場合分けを含み,最尤推
定量及び尤度比検定の標本分布は複雑である.こ れが実用上の尤度比検定の欠点となっている。
尤度比検定統計量 χ

2の
帰無仮説のもとでの標本分布はカイニ乗分布の混合分布となることが

知られており,カ イバーニ乗分布とよばれている.す なわち cを自由度プのカイニ乗分布の累
積分布関数とする時,適当な重み ωズωル 0,Σωづ=1)を用いて帰無仮説のもとで

P(χ 2≦σ)=二ωJGJ(ε )

と表わされる.ωゴは最尤推定量が凸錐 Cの グ次元の境界に落ちる確率にあたる。野間口 (1992)
で論 じられているようにこの重み ωゴの計算が満足な形で解決されていないことが尤度比検定
を用いる際の障害 となっている.ち なみに ωJに ついて Σ縫0(-1)Jωゴ=0と いう等式が成 り立
つ.こ れは一時 ShapirO(1987)の予想 として話題になったが,多面体論の分野ですでに証明さ
れていた事実であった.

3.5 検定の漸近理論

ここでは検定論における漸近理論,特に尤度比検定などの漸近的にカイニ乗分布に従 う検定
統計量の漸近理論について述べる.帰無仮説のもとで漸近的にカイニ乗分布に従 う検定 として
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は,尤度比検定のほかにもワルド検定やスコア検定がよく用いられる.こ の中で尤度比検定の

標本分布の帰無仮説のもとでの漸近展開が注目を集めてきた.他の検定と比較して尤度比検定
の分布の漸近展開が多くの場合に非常に簡明となることが知られていた.こ の事実は尤度比検

定統計量のバー トレジト補正という形で定式化され一般的な形で示された.こ こではまずこの
バー トレット補正について述べ,そ の後他の検定との比較について述べる.検定の漸近理論の

分野ではこの他に逐次検定に関する文献や Bahadur efnciencyに関する文献 も見られるがこ

こでは省略する.

いま夕十σ次元の母数ベクトル θが θ=(α,の の形の部分ベクトルに分割されたとする.た
だしαは,次元,の は,次元 とする.こ こで αが関心のあるパラメータであり帰無仮説が Jf。 :

α=00の形の複合帰無仮説であるとする.の は局外母数である.い まサンプルサイズ%の標本
に基づく尤度をズθ)と し,対数尤度を′(θ)=log L(θ )と表す.対数尤度比検定統計量の2倍
を 4と お くと,

ス=2(′ (∂)― ′(σ ))

と表わされる.ただし∂は対立仮説のもとでの無条件の最尤推定量であり,σ =(0。 ,尻)は帰
無仮説のもとでの最尤推定量である。帰無仮説のもとで4の極限分布は自由度夕のカイニ乗分
布であるが,こ こではスの分布の漸近展開を考える.い まスの期待値を漸近展開するとE(4)
=夕(1+みん)+ο(%~1)の形に漸近展開できる.こ こで期待値を補正して

４一動
〓

一４
(3。 1)

(3.2)

とお く.こ の補正をバー トレット補正 という.バー トレット補正をおこなえばE(ズ)=ク
+0(%~1)と なるから,期待値に関する限リカイニ乗分布の近似がよくなっている.と ころがこ
の補正により (期待値のみならず)分布関数に関しても近似が改良されるのである.すなわち
の を自由度夕のカイニ乗分布の累積分布関数とする時

P(ガ≦σ)=Gク (σ)+ο(%~1)

となることが示される.ο(π
~1)は

実際は 0(π
~2)で

ぁる(Barndorff‐ Nielsen and Hall(1988)).

このことを,尤度比検定はバー トレット補正可能である,と いう.複合帰無仮説の場合には(3.

1)式であの値が局外母数の真の値に依存じ b(a)と なる場合もあるが,その場合には 77のオ
ーダーの一致推定量を代入して b(2)を用いればよい。バー トレット補正後の誤差は%~2の オ
ーダーとなるからカイニ乗近似が良好であることが期待される.実際多 くの検定については数
値計算によリバー トレット補正が有効であることが示されている.しかしながら,多項分布の
適合度検定のような離散分布の場合にはバー トレット補正が必ずしも有効ではないことを
Frydenberg and Jensen(1989)は指摘している.尤度上ヒ検定以外の検定では以上のような期
待値の補正をおこなってもほとんどの場合分布関数の補正にはならない.

尤度比検定のバー トレット補正可能性を一般的な形で扱ったのはLawley(1956)である.し
かしながら,Lawleyの計算が非常に複雑であったことと尤度比検定の漸近展開に関する結果
の蓄積が少なかったことから,Lawleyの 結果にもかかわらず当時はバー トレット補正が一般
に可能であるとは認識されなかった.そ の後 Hayakawa(1977)が再び膨大な計算を行い,単
純帰無仮説 (α =0)及び指数型分布族の自然母数に関する検定についてはバー トレット補正が
可能であることを示したが,一般の複合仮説の場合の証明にはいたらないとした.そ の後
Hayakawa(1987)は Hayakawa(1977)の結果を再検討することにより複合帰無仮説の場合



284         日本 統 計 学 会 誌  第 22巻 第3号 (増刊号)1993

にもバー トレット補正が可能であることを確認 した.ま た CordeirO(1987)も 複合帰無仮説の

場合の証明を与えた (Harris(1986)も 参照).そ の後 Bickel and Ghosh(1990)がベイズ法

によるバー トレット補正可能性の証明を与えるなど他の証明も知 られるようになった.分布関

数を反転 して,バー トレット補正を Cornish― Fisher型 の確率展開の形で表せばyを 自由度夕の

カイニ乗分布に従 う確率変数 として

ス=y(1+わル)+ο(%~1) (3.3)

となる.ただし二は両辺の分布が等しいことを示す.Takeuchi and Takemura(1988)は 1

母数指数型分布族の場合について,(3.3)式の右辺を1ル のベキに展開した時の一般項を明示

的に評価することによりBJを 多項式とし4二 Xl+31(y)レ +L(y)滋2+…
)と cornish‐

Fisher展 開した時 Bゴ が (グ ー1)次の多項式となることを示した.31の次数が 0す なわち定数で

あることがバー トレット補正である.

尤度比検定のバー トレット補正がなぜ可能であるかは自明なことではない.こ のためバー ト

レット補正の意味についてい くつかの論文で論じられている.Barndorf‐Nielsen and Cox

(1984)で はBamdor∬‐Nielsen and Cox(1979)で 得られた漸近補助統計量を与えた時の最尤

推定量の密度関数 ((2.1)式 )の基準化定数 σとバー トレット補正係数 (1+bル)~1の 間に簡単

な関係式が成 り立つことを主張している.McCullagh and Cox(1986)では尤度比検定及びそ

のバー トレット補正が母数の変換に関して不変であることから,バートレット補正係数を母数

の変換に関して不変な形で表現し部分的に幾何的な解釈を与えている.

補助統計量に基づ く条件つき推測の基準は,漸近的な枠組では有意味な結果を導 くために有

用な基準であると期待されており,こ の観点から漸近的補助統計量の構成の問題及び漸近的補

助統計量を与えた時の条件つき分布に関する論文が数多 く見られる.こ れらについてはCox

(1988)が包括的な説明をしている.Cox and Reid(1987)は 関心のある母数が 1次元 (夕 =1)
の場合に通常の尤度比のかわりに条件つき尤度上ヒを用いることを提案し,条件つき尤度比の(近

似的な)形を導いた.Mukeriee and chandra(1991)は ,=1の場合に Cox and Reidの 条件
つき尤度比のバー トレット補正を与えている.

尤度比検定のバー トレット補正に関連して興味深いトピックは標準化された符号つき対数尤

度比 (standardized signed log likelihood ratio)で ある.関心のある母数が 1次元である時

γ=sgn(a― αO)ν7
を符号つき対数尤度比 という. γは漸近的に標準正規分布に従 う。4はバー トレット補正によ

って ο(%~1)の オーダーまで自由度 1の カイニ乗分布に一致することから,γ も平均 と標準偏差

(の漸近展開)で標準化すれば標準正規分布の近似が改善できると期待される.η
~1の

オーダー

までを考えれば1+み″=E(4)=E(γ2)=var(γ
)十 (E(γ ))2と なるか らγ′=(γ 一E(γ ))/

/1+ι滋―(E(γ ))2が標準化された符号つき対数尤度上ヒである.E(γ )は π
~ν2のオーダーであ

る。BarndOr“‐Nielsen(1986,1991)は γ′の形の統計量について正規近似がο(π
l)であるこ

と,すなわちのを標準正規分布の分布関数としてP(γ
′≦ε)=の (ε)+0(%~1)で あることを主張

している。Bamdorf‐ Nielsenの 導出は漸近補助統計量を用いたわか りにくいものであり,通常
の漸近展開の手法による検証が必要であると思われる。 1母数指数型分布族の場合については

Nishii and Yanagimoto(1991)が この主張を確認 している.

尤度比検定の他に漸近カイニ乗検定統計量 としてよく用いられるものにはワル ドの統計量″

やラオのスコア検定Rがある.r11を フィッシャー情報行列 Iの (1,1)ブ ロック,111を 」
~1の

(1,1)ブ ロックとして,こ れらの統計量は
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″=バ a_αめ1ノKttl a一 の,R→券のL〈鋼‐券(の

で定義される.た だしこれらは若干変形されて用いられることも多い.ワルド統計量やラオの

スコア検定は多変量解析の分野や計量経済学の分野の数多 くの検定問題について提案され,こ
れらの統計量の漸近展開の結果も数多 く発表されている.こ れらの検定を比較するには,対立

仮説として∞ntiguous alternativeす なわち島 :α =00+″νフの形の対立仮説を考え Jflで の

検出力を比較する必要がある.そ の際に帰無仮説のもとでのサイズを必要なオーダーまでそろ

えておく必要がある.よ り具体的には帰無仮説のもとでの各検定のサイズをαtt ο(π
~1)の

形に

そろえ,そ の上で Jflの もとでの検出力の 1ル のオーダーまでの項を比較することになる.こ れ

を3次の検出力上ヒ較という.Kumon and Amari(1983)及 びAmari(1985)の 6章では曲指

数族の枠組みで 1母数の場合について,幾何学的な手法を用いて 3次の検出力の比較をおこな

つた.そ の結果は以上の検定の中で一様に他よりよい検定はなく,検出力の優劣は′の値に依

存するというものである.Eguchi(1991)も 幾何学的観点からの検定の比較を扱っている.一
般の分布族の場合の 1ル7のオーダーまでの検出力の比較 はPeers(1971), Hayakawa

(1975),Harris and Peers(1980)で 扱われている.ま た Mukeriee,Chandra,Joshiら は一連

の仕事 (Chandra and JOshi(1983),Mukeriee and chandra(1987),Mukeriee(1989,1990a,

1990b)等)の中で検出力の 3次の上ヒ較をおこなっている.そ して ′が小さい時には一般にスコ

ア検定の検出力がよいことを示している。このことはAmari(1985)の 枠組みでも確認されて

いることである.

3.6 適合度検定

すでに述べたように,分布形の適合度検定に関しては最近でも多 くの文献が見られる.例え

ば,観測値が正規分布に従うとする正規性の検定については非常に多 くの検定方法が提案され

ている.こ れは,伝統的な検定論の多 くが正規分布の仮定のもとに構成されていることへの問

題意識の現れであるとも言える.分布形の検定の場合には,対立仮説の次元が無限次元である

こともあり,対立仮説を特定することが難しい.こ のために 1母数の場合の一様最強力検定に

あたるものは存在しない.こ のような事情もあり正規性の検定について数多 くの提案がなされ

ている.以下では,主に 1変量正規性の検定を念頭において適合度検定の研究を概観する.多
変量正規性の検定についても多 くの文献が見られるがスペースの関係で以下では省略する.

正規分布に続いて適合度検定の対象となるのが,信頼性理論や生存時間解析における指数分

布の仮定である.指数分布は多 くの都合のよい性質をもっているため,実際の分析において指

数分布を仮定できるかどうかが問題 となる。生存時間解析においては,生存時間の分布がその

まま観測されず,観測値が打ち切られる (セ ンサリング)こ とが多い.セ ンサリングの問題は

生存時間解析の一つの主要な課題である.こ のためセンサリングの仮定のもとでの適合度検定

もBiometrika,Biometrics等 の雑誌の多 くの論文で議論されている.こ れについても以下では

省略する.

適合度検定に関してまとまった書物 としてはD'Agostino and Stephens(1986)が あげられ

る.こ の本は論文集の形態をとっているものの適合度検定に関する教科書と言ってもよく,理
論応用の両面の観点から適合度検定についての結果をまとめている.ま た,適合度検定に用い

られる経験分布関数の理論はShorack and Wellner(1986)の 大部の教科書において詳細に扱
われている.

適合度検定として最初に考えられるものは,分布を区間に区切 り多項分布の確率の検定に帰
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着させるピアソン型のカイニ乗適合度検定であろう.こ れに関する漸近理論はMoore and

Spruill(1975)に整理されているが,それ以降の進展は大きなものではない.特に,検出力を

考慮した時に,区間や区間数をどのようにとつたらよいかという簡単かつ重要な問題に対する

明確は答えはあいかわらず得られていないように思われる (Quine and Robinson(1985)).

最も盛んに研究されているのは,Kolmogorov‐ Smirnov検定,Cramё r‐Von Mises検定,

Anderson‐Darling検定等の経験分布関数 凡 に基づ く検定である.経験分布関数に基づく検定

は帰無仮説が単純仮説,すなわち帰無仮説のもとでの分布が特定された場合には,累積分布関

数を考えることによって一様分布の場合に帰着できる.従うてこの場合の検定統計量の標本分

布は帰無仮説の分布に依存しない (distribution free)な ものとなり,有意点なども標準的な形

で与えることができる.しかしながら,分布形の検定においては当然のことながら位置母数及

び尺度母数は未知のことが多い.従つて分布形の検定としては分布族の未知母数を推定するか,

あるいは3.3節 におけるように不変性により未知母数に依存しない検定を考える必要がある.

経験分布関数に基づく検定においては,未知母数を推定すると検定統計量の標本分布が分布形

に依存してしまい,漸近理論で考えた場合でもdistribution freeと ならないことが問題となる.

これはDurbin(1973a,b)|こ よって示されたように,経験分布関数の漸近共分散関数が分布形

及び未知母数に依存してしまうためである.従つて未知母数を含む場合には経験分布関数に基

づく検定の (漸近的)有意点は,分布形及び未知母数の組み合わせごとに与える必要がある.

正規分布においては位置μ及び尺度 σ2を未知母数と考えればよいし,指数分布においては尺

度母数を未知と考えればよいであろう.こ れらの場合のCramё r―von Mises型 の検定の漸近的

な有意点はStephens(1976)に 与えられている.回帰分析においては残差の正規性の検定が問

題となる. こθD問題に対してPierceら (Pierce and Kopecky(1979),Pierce and Gray(1982),

Pierce(1985)等)は次の有用な結果を示した.すなわち,定数項を含む回帰分析及び自己回帰

過程においては,残差の経験分布関数の帰無仮説のもとでの漸近的性質は独立同一分布の場合

と同等である.従って回帰分析の残差に関する正規性の検定は,位置及び尺度母数が未知の場

合の独立同一分布の場合の正規性の検定と同様に行うことができ,有意点も同じものを用いる

ことができる.

分布形の検定においては対立仮説の次元は無限次元であるが,あ えて対立仮説の分布族を特

定化しNeyman‐ Pearsonの 補題と同様の考え方を用いて特定の対立仮説に対して最適な検定

を求めるのも一つの行き方である.すでに 3.3節でふれたように Ferguson(1960)は 標本歪度

と尖度が外れ値型の対立仮説に対して局所最強力 (位置尺度)不変であることを示 した.

Spiegelhalter(1977)は一様分布及び両側指数分布を対立仮説として局所最強力不変検定を導

いた.ま たSpiegelhalter(1983)で は標本歪度が漸近的には′分布族に対する局所検定となる

ことを示しこの意味で標本歪度の最良性を示した.Kuwana and Kariya(1991)は 密度関数が

exp(― |″ lθ/2)の形のベキ指数分布において,正規性の検定が仮説〃:θ=2の検定となることに

注目して,多変量正規性に関する局所最強力不変検定を与えた.

適合度検定で一つの興味のある問題は分布の対称性である.例えばロバスト推定では左右対

称な分布の中心を推定する問題を考えることが多い.こ の場合分布の対称性を検定する意味が

ある.原点を中心とする左右対称で連続な累積分布関数はF(″)十 F(―″)=1と いう等式がな

りたつ.従って経験分布関数を用いてこの関係をチェックすることが考えられる.対称の中心

が 0であることが既知の場合は分布形によらない検定が得られる.Aki(1981)は Cramёr_von

Mises型の統計量について,分布の中心が未知の場合を論じ検定統計量の標本分布を評価した。

この場合の標本分布は分布形に依存するものとなる.さ らにAki(1987),Nabeya(1987)は よ

リー般化された対称性の検定を与えている.
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経験分布関数 と並んで適合度検定に頻繁に用いられるのが順序統計量である.順序統計量は

経験分布関数 鳥 の逆関数,すなわち分位点関数 (quantile function)の値である.従って順序

統計量に基づ く検定は経験分位点関数 FTlに基づ く検定である.経験分布関数に比 して,順序

統計量を用いることにより裾の重い分布に対する検出力の向上が期待できる.経験分位点関数

に基づ く検定 としては Shapiro¨ Wilk検定及びその変形が よく知 られている (ShapirO and
Wilk (1965),ShapirO and Francia(1972),de Wet and Venter(1972)). こオ■はShapiro,支

び Wilk自 身のモンテカルロ研究の結果によりShapiro‐ Wilk検定の検出力が良好であると理

解されたことにもよる (た だしPearsOn,D'Agostino and Bowman(1977)に よれば ShaplrO_

Wilk検定の検出力は標本歪度や尖度に基づ く検定に比 して高 くはない)。 ShapirO― Wilk検定

統計量を計算するためには正規分布の順序統計量の期待値及び共分散行列が必要 となる.順序

統計量の期待値はまだしも,共分散行列を評価するのは困難である.こ のため,Shapiro‐ Wilk

検定を変形したいくつかの検定が提案されることとなった.こ れらの変形された統計量は漸近

分布の取 り扱いも容易であるが,も ともとの Shapiro‐ Wilk検定の漸近分布の厳密な導出は

Leslie,Stephens and Fotopou10s(1986)に よって与えられた.経験分位点関数の漸近理論と

Shapiro‐ Wilk型の統計量べの応用はLaRiccia and Mason(1986)で 扱われている。また

Verrill and Johnson(1987)で はセンサリングを含む場合について Shapiro‐ Wilk型の統計量

の漸近分布を与えている.

適合度検定におけるもう一つの興味深いアプローチは,経験分布関数の特性関数,す なわち

経験特性関数を用いて検定を行うことである.正規分布は簡単な特性関数を有するので,経験

特性関数を正規分布の特性関数と比較することによって正規性の検定を行うことができる.変
数 ′を固定すれば経験特性関数 φ″(′)=(lμ )Σ■lexp(″0に は中心極限定理を応用すること

ができるので,こ れを用いて有意点を計算することができる.経験特性関数に基づく検定は単

純帰無仮説,すなわち帰無仮説の分布が特定された場合についてFeigin and Heathcote(1976)

で扱われたが,Murota and Takeuchi(1981)に おいて確率変数を標準化することにより,位
置母数及び尺度母数に依存しない分布形の検定として具体的に検討され,正規性の検定として

有効であることが示された.Koutrouvelis and Kellermeier(1981),Epps and Pulley(1983)

も同様のアプローチである。Murota and Takeuchiの結果は Csё rgё (1986)に よって数学的

にも精緻な形で多変量の場合に拡張された.
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4.プー トス トラップ法とその応用

4。 1  は じ ど):こ

1979年にB.Efronに よって提唱されたブー トストラップ法は,従来,理論や数式に基づく解

析的アプローチが難しかつた問題に対して,有効な解を与えることができるということで注目

を集めてきた.その特徴は,ブー トストラップ法の実行プロセスの中で,解析的導出をコンピ

ュータを用いた大量の反復計算で置き換えているところにある.こ れによって,極めて緩やか

な仮定のもとで,よ り複雑な問題に適用できる柔軟な統計手法となった.

このコンピュータの利用を前提 とした統計的数値計算法は,多 くの研究者の興味を引き,こ
こ約 15年の間に理論的・実際的両側面に渡って集中的に研究が行われ,数多 くの論文が発表さ

れてきた.こ れらの研究を通して,ブートストラップ法の理論構造が明らかとなり,その有用

性 と共に問題点も指摘されてきた.本稿は,ブー トストラップ法に関して行われてきた様々な

分野の研究を,その基本的な考え方と共に紹介することを目的とする.

4.2節では,Efron(1979,1982)に よるブー トストラップ法の基本的な実行プロセスと,適
用上のいくつかの留意点を中心に述べる.4.3節では回帰モデルヘの応用研究を,4.4節では,

判別分析に於ける誤判別率推定,情報量規準 AICに於ける対数尤度のバイアス補正への応用を

紹介する。4.5節では,こ れまで最も研究が進められてきた,ブー トストラップ分布と信頼区間

の構成に関する研究を概観する.4.6節では,ブー トストラップシミュレーションの誤差に関す

るいくつかの研究を紹介する.

現在までに発表された膨大な量の研究論文を網羅的に紹介することはできないので,こ れま

での研究成果を集めた著書 (Beran and Ducharme(1991),Han(1992a),Mammen(1992)),

総合報告 (Hinkley(1988),DiCiccio and Romano(1988),/Jヽ 西 (1990),Swanepoel(1990),

Lёger θ′α′.(1992),小西 0本多 (1992))等 を併せて参照していただきたい.

4.2 ブー トス トラップ法

4.2.1 実行のプロセス

未知の確率分布Fを もつ母集団からの大きさπの無作為標本を,χ″={Xl,… ,Й傷}と する.θ

をFに関するあるパラメータとし,こ れを一つの推定量 a=∂ (Xl,… ,」L)を用いて推定する.

ただし,推定量は標本の並べ替えに対して不変であるとする.観測値Xl=″1,… ,為 =″たが採

られたとき,推定値 ∂=θ (″1,・・・,″″)を もってθに関する推論を行なうと共に,推定の信頼度
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を併せて評価することが統計的分析を行 う上で重要 となる.推定の誤差を提える基本的な一次

元評価尺度が,次の推定量のバイアスおよび標準誤差である.

み(F)=EF[a~θ ], s。 (F)={EF[(a~EF[a])2]}1′

ここで,期待値は確率分布Fに関してとるものとする。さらに, 推定量の標本分布が解れば,

確率あるいは信頼度を用いて推定値 とパラメータとの誤差をより明確に述べることができる

し,パラメータ θの信頼区間の構成が可能となる.

このような観点から必要となるのは,多 くの場合 TsD=ν7(a―θ)の分布およびその100α

%点 (パーセンタイル)

(4.2) L(″ ,F)=PF{ν7(a一 θ)≦ ″}, ″が
D)=inf{″ J島 (″ ,F)≧ α)

である.ま た,77λ の(漸近)分散σ2に対して,何らかの推定量∂2が求まれば,ス チユーデ

ント化された統計量■7=π(a― θ)/δ の分布とその100α %点

KX″ ,F)=PF{Ⅳ砺 (λ 一 θ)/δ ≦″), ″が
r)=inf{″ :ん(″ ,F)≧ α}

(4.1)

(4.3)

を用いることができる.

推定量の統計的誤差を計るバイアス,標準誤差,標本分布は,いづれも確率分布Fに依存す

る未知の量であり,データに基づいてどのように推定するかが問mi_と なる.ブー トス トラップ

法は, これらの量の推定を解析的に行なう代わ りに,計算機の上で数値的に実行するための一

つの統計手法で,基本的には次のステップを通 して実行される。

(1)未知の母集団確率分布Fを経験分布関数Fで推定する.こ こで,Fは,π 個の観測値

{“1,¨・,″π)の各点で確率 1ル をもつ分布である.

(2)既知の確率分布 Fを もつ母集団からの大きさ%の無作為標本 (ブートストラップ標

本)を χ芳={XIX,… ,x丹 とし, 身=∂ (X鰤 ,… ,ジ9)と する.こ のとき,(4。 2)式の推定量の分

布島L(″,F)および100α %点 ″r)は ,標本χ″が与えられたもとで各々

(4.4)  ″ズχ,F)=砕 {y万(み一∂)≦ ″), ″r)=inf{広 島(″,F)≧ α}

と推定され,ま た,(4.3)式の分布Й傷(″ ,F)と その100α %点 ″Fr)は

(4.5)   Xl(″ ,F)=2ρ {yπ (θオーθ)/δ
*≦″), ″FT)=inf{″ :ノ0(″ ,F)≧ α}

と推定される.ただし, ∂*は ,ブー トス トラップ標本 χ芳に基づ く推定量 とする.

(3)(4.4),(4.5)式 の値は,経験分布関数Fが既知の確率分布であることを利用して,

モンテカルロ法によって数値的に近似する。すなわち,Fから大きさ%のブートストラップ標

本をB回反復抽出し,各標本に対する推定値 θあを計算し,観測データに基づく推定値 θに対

して ?sD(グ)=輌Ⅸθ清)― θ)と おく. このとき,(4.4)式 は

ル仲7(`け ―θ)≦ ″}～ {B個の 9sD(グ)の中で″以下の個数}/3,
(4.6)

″

`ギ

)～
{¢sD(グ );′ =1,… ,3)の 100α %点

と近似される。(4.5)式のブートストラップ分布とそのパーセンタイルに対しても同様である。

すなわち, グ番目のブートストラップ標本に対する推定値と分散の値 {∂あ,δ誇

')に

対して,

9sT(グ)=ル(θ満)一 θ)/δ誇,と 置き換えればよい.

同様にして,(4。 1)式 のバイアス,標準誤差のブー トス トラップ推定値はそれぞれ
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(4.7)

(4.8)

（θ

一お（錯ＢΣ
Ｈ

ミθ^
一（錯助〓Ｆ^

（ｂ

"(F)={勝
[(砕 一E■ み ])句 }V2～ {自

(碑)一 砕 ))2/(B_1)}V2

で与えられる.た だし,砕)=Σた1碑)β とする.

以上が,ブー トストラップ法の基本的な実行プロセスである.ブー トストラップ法の手法紹

介と,様々な分野の問題への応用を総合的に述べたのが,Efron(1982),Efron and Gong

(1983),Efron and Tibshirani(1986)で ある.その他,手法を極めて平易に紹介したDiaconis

and Efron(1983),だ 西ヽ (19889 8章 )がある. また,Efron(1992a)は,ブートストラップ

法の研究を通して生じたいくつかの問題を上げ,Efron自 身のこれまでの研究の流れの中でこ

れらの問題を検討している。

(モ ンテカル回アルゴリズム)ブ ー トス トラップ法が,複雑な推測問題に対して幅広 く適用

できるのは,上述のステップ (3)の モンテカルロ法に基づ く数値計算法を実行できる点にあ

る。これは,バイアス,分散,確率分布のブー トストラップ推定値は,結局,ブー トストラッ

プ標本の同時分布 (π″=lF)に 関する期待値の計算であり,こ れをFが既知の分布であること

を利用してモンテカルロ法による数値近似を行っている.すなわち,経験分布関数からの大き

さ%の標本の反復抽出とは,観測データ{″ 1,・・。,″″}か らの大きさπの標本の復元抽出と同値で

あることを利用している.も し,独立,同一分布に従 う標本でなければ,こ のような標本の反

復抽出は基本的には実行できないことが分かる.

(反復抽出の回数)モ ンテカルロ法による数値近似の誤差は,ブー トス トラップ反復抽出の

回数Bを無限大 とすると無視できるものである.実際には反復抽出の回数は,バイアスおよび

標準誤差の推定に対 しては,B=50～ 200,こ れに対 してパーセンタイルの推定では,B=1000
～2000は必要であることが Efron(1987, 9節 )で報告されている.そ の他,Hall(1986a)

の区間推定に於ける反復回数の理論研究がある。4.6節では,モ ンテカルロシミュレーションに

よる近似誤差を減少させるための各種手法を紹介する。

(スチューデン ト化された統計量)も し推定量の分散が有効に推定できれば,ス チューデン

ト化された統計量の利用は,近似精度を改善するという意味で有用である (4.5節 を参照 )。 ノ

ンパラメ トリックモデルでの分散の推定法 としては,デルタ法 (Siotani θ′α′。(1985,p.88),

Hall(1992a,p.76)),ジ ャックナイフ法 (QuenOuille(1949,1956),Tukey(1958),Miller

(1974)),ブ ー トス トラップ法等の利用が考えられる.た だし,ブー トス トラップ分散推定法を

用いる場合,二段階ブー トス トラップ法 (例 えば,小西 (1990,p.149)を 参照)を実行する必

要がある.

スチューデント化された統計量に基づ く方法が有効に働 くのは,分散の安定した推定値が得

られるときである.分散の安定 した推定が難しい標本相関係数のような場合,4.5。 3節で検討す

る有効な変換を行 うか,あ るいはブー トス トラップ反復法の適用が考えられる.

(他の手法との関係)推 定量のバイアス,標準誤差のブー トス トラップ推定 と,統計的 リサ

ンプリング手法 として古 くから用いられているジャックナイフ法 との関係,さ らには影響関数

(例 えば,Hampel θ′α′.(1986,p.84)),デ ルタ法にもとづ く推定法,無限小ジャックナイフ

法 (Jaeckel(1972))と の関係が,Efron(1982),Efron and Gong(1983),Parr(1983),高 橋

(1985)な どで明らかにされた.ま た,ブー トス トラップリサンプリング法 と Hartigan(1969,

1971,1975)の S%みs%ゅル法 との関係については,Efron(1979,p.24)で 論 じられており,そ
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の他 Babu(1992)の 研究がある.

4。2.2 確率分布の推定

ブー トストラップ法の基本的な考え方は,未知の確率分布Fか らの標本に基づ く推測過程を,

既知の経験分布関数 Fか らのブー トス トラップ標本に基づ く設定へと置き換えているところ

にある.したがって,確率分布Fと してパラメトリックモデルを想定した場合,あ るいは他の

何らかの方法で未知の確率分布を推定した場合にも,ブー トストラップ法は実行できる.

(パラメ トリックブー トス トラップ法)母集団の変動を表す確率分布として,パラメトリッ

クモデル /(″ lη)を想定できるものとする.こ のようなモデル設定では,未知の母集団確率分布

は,例 えば,分布を規定するパラメータベクトル ηをその最尤推定量で置き換えた /(″ |つ)で推

定することができる.こ のとき,ブー トス トラップ標本は/(″ |ブ)に従って取り出され,4。 2.1

節と同様のプロセスを適用できる.

想定したモデルあるいは推定量の複雑さにもよるが,推定量のブー トストラップ分布を,解
析的に陽に現すことも可能である (小西 (1990,p.142)).解析的アプローチが難しい場合,既
知の分布 /(″ lη)に従う乱数を反復発生させることによって,モ ンテカルロ近似を行うことも

できる. これが,パラメトリックブー トス トラップ法と呼ばれる手法である.

(平滑化ブ… トス トラップ法)基 本的なブー トス トラップ法は,経験分布関数 Fに よって未

知の確率分布Fを推定 した.こ れに対 して,適当な平滑化を行った分布関数 几 で推定 したの

が,平滑化ブー トス トラップ法である.Efron(1982,p.30)は ,標本相関係数に対するFisher

の z一変換の標準誤差推定の問題を取 り上げ,数値的に Fよ り凡 に基づ くブー トス トラップ推

定の方が良い場合があることを示 した。Silverman and Young(1987)は ,核関数による平滑

化法 (Silverman(1986))に 基づいて,推定量の平均二乗誤差の推定問題を考察 した.Young
(1988),De Angelis and Young(1992)は ,標本相関係数に対する z一変換の標準誤差推定につ

いて,ま た Han θ′α′。(1989)は ,推定パーセンタイルの分散の推定について,ブー トス トラ

ップ法 と平滑化ブー トス トラップ法の比較検討を行った.

もし,適当に平滑化パラメータを選ぶことによって,Fよ り几 に基づ くブー トス トラップ法

の方がある意味で良いということが言えれば,平滑化ブー トス トラップ法の有用性は増す.し
かし,推定量の誤差評価の問題に対 しては,一般に平滑化パラメータは汎関数 とFに依存 し,

その決め方については種々の問題があり今後の研究課題である。

(そ の他の手法)Rubin(1981)は ,ブー トス トラップ標本に含まれる各観測データの割合を,

ディリクレ分布で制御 したベイズ的ブー トス トラップ法を提唱した.関連研究に,Lo(1987,
1988),Banks(1988)等がある.有限母集団,層別抽出法に対するブー トス トラップ法の研究

は, Bickel and Freedman(1984),Chao and Lo(1985),Rao and Wu(1988),Sitter(1992)

等があり,ま た方向性データに基づ く統計的推測への応用は,Ducharme θ′α′。(1985),Fisher

and Hall(1989a,b)に よって研究された.

4.3 回帰モデル

目的変数 クと夕個の説明変数 ″=(″1,・・。,trp)′ に関 して,π 個の観測値 {(yら ″J);グ =1,… ,π }

が得 られたとする.こ のとき,ク と″の関係を表すモデルとして グJ=/0巧β)十 εJ(グ =1,一 ,π )

を仮定する.た だし,″Jは事前に設定された既知の定数ベクトル,β は未知のパラメータベク

トル,/の関数形は既知 とする.ま た,誤差項 ε=(ε l,ε 2,・・・,ε″)は'互
いに独立に同一の未知

の確率分布Fに従うものとし,E[ε J]=0,E[ε:]=σ
2と

仮定する.

未知のパラメータベクトル βを,例 えば最小二乗法を用いて推定し,こ れを β と置 く.推定

量 βの統計的誤差をブー トス トラップ法に、よって推定するとき,モ デルの構造を反映するとい
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う立場 に立てば,以下のプロセスを通 して実行 され る.

(1)各点の残差δ」=yJ― /(″弓β)(グ =1,… ,π)を求め,その平均をεO=Σ縫l εJル とおく.

残差の平均は必ずしも0ではないから,平均を補正した残差をθJ=ε :一 δ
(。 )と おき,{a,… ,ο″)

に基づいて経験分布関数Fを構成する.

(2)Fか らの大きさ%の標本θr,… ,θ芳に対して,y芦 =/Cttβ )+0す (グ =1,… ,%)と おき,

ブートストラップ標本 {(グま,″ J);′ =1,… ,%)をつくる.

(3)minβ  Σ輿1{グ ー/し再β)}2の解をβさ)と おく.(2),(3)の プロセスを例えばB回繰り

返すことによって得られるβあ,βあ,… ,βあ)に基づいて,推定量βに関する誤差評価を行うこ

とカジできる.

回帰モデルにおいて,大 きさ%の標本 zづ =(yJ,″ )(グ =,… ,π)は ,互いに独立で同一のし+1)

次元確率分布Fか ら観測されたと考えることもできる.こ の場合,経験分布関数は{zl,・
・・,zπ }

によって構成され,ブートストラップ誤差推定のプロセスは4.2.1節の通りである.

(線形重回帰モデル)線形重回帰モデルクJ=″
`β

ttεズグ=1,… ,%)の 回帰係数β=(βl,¨
。

,

ん)′ の最小二乗推定量を,ス テップ (2)の ブートストラップ標本から構成するとβ*=

(X′X)~lX′ y*と なる.た だし,y*=(yr,… ,y芳 )′,x=(″ f,… ,″ 1)′ とおき,π ×夕行列 Xの階数

は ,(≦ π)と する.定数項を含む線形重回帰モデルで,説明変数行列 Xの第一列の要素をすべ

て 1と した場合,ス テップ (1)の残差の平均は 0と なり残差の補正は必要ないことに注意す

る。 な お ,Bickel and Freedman(1983)は 残 差 の {π/(π 一夕)}V2補正 を ,Weber(1984),Stine

(1985)は スチューデント化された残差の利用を提案している.

線形重回帰モデルヘのブートストラップ法の応用,特に,(X′X)12(β 一β)た に対するブート

ストラップ分布の有効性,漸近理論の研究は,Freedman(1981),Bickel and Frё edman(1983)

によるところが大きい。 さらに,Freedman(1984),Freedman and Peters(1984a,b)で は,

一般化最小二乗推定量,ダイナミック線形モデルにおける二段階最小二乗推定量などに対する

ブー トストラップ法の適用研究が行なわれた.Peters and Freedman(1984)に は,こ れらの

研究を通して得られた適用上の留意点が簡潔にまとめられている.なお,回帰係数の推定に〃

―推定量を用いた場合 (Shorack(1982),Lahiri(1992),よ リー般にはArcones and Ginё

(1992)),L―norm推定量を用いたときの種々の数値比較 (Stangenhaus(1987),Dielman and

Pfaffenberger(1988))の 研究がある.

回帰係数に対する信頼区間の構成への応用は,Robinson(1987),Han(1989a)の研究が,

リッヂ回帰におけるリッヂパラメータの推定への応用は,Delaney and Chatteriee(1986)に

みられる.Wu(1986)は,誤差項に対する仮定の一つである等分散性が満たされない場合,β

のブー トストラップ分散推定の漸近的一致性は成立しないことを示し,種々の対処法を提唱し

た.関連研究として Shao(1988)な どがある.

将来観測されるデータ釣=璃β+εOに対する予測域を構成するには,蜘 の予測値 ′0=璃β

との差 R(y,F)=約―ク。の分布を推定する必要がある.ブー トストラップ法では,Fか らのブ

ートストラップ標本 {οr,… ,。芳}ぉ よびイ を抽出して,β
*と ガ=漏β+イ を求める.こ のと

き,基本的にはR(y*,F)=ガ ー璃β*の 分布の100α %点 ″αを用いて,[璃β十″α,璃β
十″1_α ]と 構成される.予測域の構成についてはStine(1985)を ,ま た同時信頼領域の構成に

関してはHall and PittelkOw(1990)を参照されたい.予測誤差のブー トストラップ推定に関

しては,Efron(1983,1986),Bunke and DrOge(1984),Kipnis(1992)な どの研究がある。

(ノ ンパラメ トリック回帰,密度関数の推定)核 関数を用いたノンパラメトリック回帰およ

び密度関数の推定に於ける共通の問題点は,平滑化パラメータの決め方にある.確率密度関数

/か らの大きさ%の無作為標本 χ″に基づく,核関数を利用した密度関数の推定量は /″ (″ ;力)=
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(π力)~lΣ縫lκ {(″ ―χ)ル}で与えられる.た だし,λ は平滑化パラメータとする.平滑化パラメ
ータは,E∫ {九 (″ ;力)一 /(″)}2″ を最小にするように選択される場合が多い.平均二乗誤差は,

推定量のバイアスと分散に分解され,その推定にブートストラップ法の適用が考えられる.

経験分布関数 Fに基づ く通常のブー トス トラップ法を適用するとき,ブー トス トラップ標本

χ方か ら /オ (″ ;力)=(%力)~lΣ他lκ {(″ ―X→ル)を も とめ,{ノ1(″ ;力),/(″ )}を 各々 {/オ (″ ;力),

/″ (″ ;λ)}で置 き換えて実行する.と ころが,一般に核関数に基づ く推定量に対 しては,こ のよ

うな方法ではブー トス トラップバイアス推定は有効に働かない (例 えば,Hall(1992a, p.
205)).こ れは,推定量が π個の標本の線形関数 となっているため,期待値をとると EF[/オ (″ ;

力)]=/″ (″ ;力)と なり,理論上バイアスを 0と 推定 してしまうことによる.

ブー トス トラップ法を適用するに当たって,こ の点を克服するためのい くつかの方法が提唱

されてきた。Taylor(1989),Faraway and Jhun(1990)は ,経験分布関数に代えて平滑化ブ

ー トス トラップ法を適用し,Hall(1990a)は ,大 きさがπよリイヽさいブー トス トラップ標本に

基づ く手法を提案 した.こ れらの手法の概説は,Han(1992a,4.4節 ),Marron(1992)|こ み

られる.

核関数を利用したノンパラメ トリック回帰へのブー トス トラップ法の応用は,Hardle and
BOwman(1988),Hardle θ′α′.(1988),Dikta(1990),Faraway(1990),Cao‐ Abad(1991),

Hardle and Marron(1991)等があり,こ の分野の研究 は Hall(1992a,4.5節 ),Mammen
(1992)に まとめられている.その他,Romano(1988a,1988b)の モー ド推定への応用などが

ある.

4。4 予測誤差推定

ブー トス トラップ法を予測誤差の推定に応用することによって,従来解析的アプローチが難

しかった複雑な問題に対 して,有効な解を与えることが可能 となりつつある.こ のような例 と

して,判別分析における誤半J別率の推定,情報量規準 AIC(Akaike(1973))に 於ける対数尤

度のバイアス補正の問題を取 り上げ,その基本的な考え方 と関連研究を紹介する.

4。4。1 判別分析における誤判別率推定

二つの母集団 (群)Π l,Π2があり,各々未知の夕次元確率分布 Fl(″),F2(″ )を もつとする.

群Πl(Π 2)か らの標本が%1(%2)個観測されたとし,こ れらをχ″={″∫驚α=1,… ,%弓グ=1,2}(π =
πl+π2)と おく.こ こでは,各群から観測されたデータを通して得られる情報を基に確率分布モ

デルを想定し,こ れらをθJ(″ lθJ)(グ =1,2)と する.ま た,標本 χ″に基づいて,何らかの方法で

推定された確率分布モデルをσ【″lχ″)と おく.こ のとき,例えば,判別関数をあ(″ lχπ)=
σl(″ lχ″)/σ2(″ lχ″)と 置くと,標本空間を三分する判別領域■1={″ :λ (″ lχ″)>ε},2={″ :

力(″ lχ″)≦ σ}が構成され,新たに観測されたデータ蒟に対して,蒟∈pJの とき蒟は群Πjへ属
すると判別を実行することができる。
判別分析に於ける予測誤差 とは,初期標本 χ″とは独立に群 ΠJか ら採られたデータ,すなわ

ち確率分布 Eに従って取 り出されたデータを,誤って群 ΠJ(プ≠グ)か らのものと予測してしま

う確率

薇E;χD=猟メ瀕R(→ (らノ=1,と ′≠力

であり,一般に実際の誤判別率または条件付き誤判別率と呼ばれている.

実際の誤判別率の一つの推定法は,上式に含まれる未知の確率分布 几 を群 Πがからの初期標

本に基づく経験分布関数 几 で置き換えた推定量
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ムズ硼 鳥)

を用いることである.こ こで,Iは ,I(″ 1鳥)=1(″∈鳥);=0(rC鳥 )で与えられる定義関数と

する.こ れは,群 ΠJか らの初期標本のうち,判別領域鳥 へ入った結果誤半J別された標本の割

合であり,よ く知られた見かけ上の誤判別率に他ならない.

ブー トス トラップ法 は,実際の誤判別率 を見かけ上の誤半J別率 とい う一つの推定量で推定 し

た ときのバイアス bJ(Fl,F2)=EFl,F2['【 ∴ ;χ″)― ■(几 ;χ″)]の推定 に用い られた.ブー トス トラ

ップ法 を適用す ると, このバ イアスは

と推定され,経験分布関数の同時分布に関する期待値は,モ ンテカルロ法によって数値的に近

似される.こ のとき,見かけ上の誤半J別率のバイアスを補正した ,K几 ;χ″)一 εJ(A,几 )を,実

際の誤半J別率の推定量とする (詳細な実行プロセスは,McLachlan(1992,10節 ),小西0本多

(1992, 3節)を参照されたい).

判別分析に於ける誤判別率推定へのブー トストラップ法の応用は,Efron(1979,1983,1986)

の研究によるところが大きい.Efronは ,バイアス補正を施した見かけ上の誤判別率は,交差検

証法 (Lachenbruck and Mickey(1968),Stone(1974),Geisser(1975))と 上ヒ較して,変動の

小さい推定量としてその有効性を示した.しかし,母集団の設定によっては,ブー トストラッ

プバイアス補正は十分に働かないことも指摘された (Efron(1983),Chattettee and Chattettee

(1983)).Davison and Hall(1992)は 両母集団の平均間の差が %~12のオーダーで 0に収東す

るとき,ブートストラップバイアス補正を交差検証法との比較に於いて理論的に検討した.

Efron(1983)は ,実際の誤判別率に対する推定量の平均二乗誤差に基づく評価から出発して,

様々な改良法を提唱した.こ れらは,確率化ブー トストラップ法 (Randomized bootstrap),

二段階ブー トストラップ法 (Double bootstrap),0.632推定量と呼ばれ,中でも0.632推定量

の有効性を数値的に示した.

ブー トストラップ法に基づ く推定法を含めた種々の誤判別率推定法の有効性,問題点は,主
として数値実験を通して検証されつつある.正規母集団からの標本に基づいて線形判別分析を

実行したときの手法の様相は,McLachlan(1980),Chernick θ′α′。(1985,1986),Wernecke

and Kalb(1987),Sanchez and Cepeda(1989),Fitzmaurice θ′α′.(1991)等で研究された.

Snapinn and Knoke(1988),Ganeshanandam and Krzanowski(1990),Konishi and Honda

(1990)等 では,非正規モデルのもとでも合わせて検討され,Wang(1986)は 多項分布モデル

のもとで検討している。Jain ο′α′。(1987)は二次半J別分析における様相も調べている.

変数選択への応用は,Honda and Konishi(1988),Snapinn and Knoke(1989)が 線形半J別

に基づいて,Efron and Gong(1983),Gong(1986)が ロジスティック判別 (回帰)への適用

を通して検証している.ま た,各種推定法を総合的に報告した論文,著書としては,McLachlan

(1986,1987,1992;10節),Hand(1986),小 西 0本多 (1992)が ある.

4。4。2 情報量規準

この節では,予測誤差を確率分布に基づきグローバルな観点から捉えた情報量規準 AIC

(Akaike(1973))を 取 り上げ,ブー トストラップ法の枠組みの中で,推定量のバイアス補正に

ついて検討する.は じめに,Akaike(1973,1974),竹 内(1976),坂元 他(1983),Shibata(1989)

などを参考に,情報量規準の基本的な考え方を簡単に整理する.
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未知の確率分布関数 F(″)か らの大 きさπの無作為標本をχ″とする.確率分布関数 F(″)の

密度関数を /(″ )と し,こ れに対 して想定 したモデルの密度関数をθ(″ lθ )と する.モ デルに含

まれる未知のパラメータ θ(∈ 0)は ,′ 次元パラメータベクトルとする.こ のような設定のもと

で,将来観測されるデータzに対する(予測)確率分布σ(Jχ″)を構成したいとする.一つの方
法は,想定したモデルの確率分布θに含まれるパラメータθを何らかの方法で推定し,求めた

推定値 ∂で置き換えたσ(zlχ″)=θ(21θ )を用いる方法である.その他,ベイズ的方法による予

測分布,ABIC最小化事後モード法 (Akaike(1980))な ど様々な方法が提案されている.

大きさπの標本に基づいて推定された一つの予測確率分布 σ(zlχ″)と ,こ の標本を生成した

真の確率分布 /(2)と の距離をKullback‐ Leibler情報量で測るとする。このとき,標本χ″によ

つて推定される種々の予測確率分布の違いは,平均対数尤度と呼ばれる項

σ(zlχ″)(力F(2)

が関係する.平均対数尤度は,真の確率分布Fと 予測確率分布の推定を通して標本 χ″に依存す

る未知の量である.そ こで,平均対数尤度の一つの推定量として,(4.9)式に含まれる未知の

確率分布Fを,標本 χ″に基づく経験分布関数 Fで置き換えた

,(aχD=∫bg σlZlχ″)´(z)=場自bgズんlχ″)

(4.9)

(4.10)

η(F;χ″)=∫/(2)10g σ(dχ″)“ =∫10g

を用いることができる.

予測確率分布を構成するために用いたデータを再び利用 して,未知の確率分布 F(2)を推定

していることから,推定量 (4。 10)は見かけ上の推定量であるといえる.判別分析に於ける見

かけ上の誤判別率のバイアスを補正 したと同様に,対数尤度 と呼ばれる一つの推定量で平均対

数尤度を推定したときのバイアスι(F)=EF['(F;χ ″)一 η(F;χ″)]の補正が必要となる.したが

って,こ のバイアスを何らかの方法で推定できれば,対数尤度のバイアスを補正した一つの情

報量規準

IC(F;χ″)=場自
bg σ(為 lχ″)一 b(F)の推定量

がもとまる.情報量規準 AICは ,基本的には,こ のように対数尤度で平均対数尤度を推定 した

ときの漸近的なバイアスを補正 した推定量 として与えられた.

ブー トス トラップ法を適用するとバイアスは

∂(F)=Eバ ,(Ftχ芳)一 η(F;ガ湖=膀
[券ム

bg σ(若 lχ芳)― ,自 bg σ(‰ lχ芳)]

と推定される.ただし,χ芳は大きさ%の ブートストラップ標本,F*はブートストラップ標本
の各点に確率1ル をもつ経験分布関数とする.期待値は,モ ンテカルロ法によって数値的に計
算される.

ブー トス トラップ法は極めて緩やかな仮定のもとで,解析的に煩雑な手続 きなしで適用でき

る.し かし,ブー トス トラップバイアス推定には,標本変動 とシミュレーションによる変動 (4.

6節を参照)があり,そ の大 きさには十分注意を払う必要がある.こ れに対 して,最尤推定量を

用いた情報量規準 AICは ,漸近的バイアス評価に関して解析的導出の困難さも推定による変動

も取 り除かれ,実際問題への適用上極めて有用な手法 といえる.
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ブー トス トラップ法を適用して対数尤度のバイアスを補正する方法は,Wong(1983),EfrOn
(1986)に よって暗に示され,後に石黒,北川,坂元がその重要性を指摘 した.こ の方法は EIC
と名づけられ,Ishiguro and Sakamoto(1991),石 黒 他 (1992),北 川 (1991),北 川 他 (1992),

坂元 他 (1992)に よって,そ の有用性が検討されつつある.小西 (1992a,1992b)|ま ,想定

した確率分布モデルを規定するパラメータを,統計的汎関数で定義される推定量で推定 したと

き,対数尤度のバイアスは,推定量の影響関数 とモデルのスコア関数で表されることを示した.

漸近理論に基づ く解析的アプローチとブー トス トラップ法による数値的アプローチとの関係に

ついては,小西 (1992b)を参照されたい.

ここでは,ブー トス トラップ法の応用という立場から,標本 は独立同分布に従うと仮定 した.

この仮定を取 り除いた場合,回帰モデル,時系列モデルにおけるブー トス トラップ法の応用で

研究されつつあるように,モ デルの構造を反映するように手法の修正が必要である.時系列モ

デルにおけるブー トス トラップ法の応用に関 しては,Freedman(1984), Findley(1986),
Swanepoel and van Wyk(1986),Bose(1988),Ktinsch(1989),Basawa θ′α′。(1989),Stoffer

and Wall(1991),Franke and Hardle(1992)等 の研究がある.こ れらの論文のい くつかに関

しては,Lёger θ′α′。(1992, 3節)の中で,実際のデータの分析例を含めて簡潔にまとめられ

ているので参照されたい.

最近,Kotz and Johnson(eds.)(1992)に , ここ約 100年の間に発表された統計学に関する

論文の中で,そ の発展に著 しく寄与 した論文 39編が選ばれた。Akaike(1973)と Efron(1979)

の論文は共にその中に選ばれ,情報量規準 AIC,統計的数値計算法 としてのブー トス トラップ

法が,極めて適用範囲の広い柔軟な手法であることをうかがわせる.こ れらの方法は,よ り複

雑な問題に対 して有効な解を与える統計手法 としての潜在性 も十分 に残 している.

4.5 近似信頼区間の構成

ブー トス トラップ法を適用して推定量の分布およびパーセンタイルを推定 したとき,その近

似精度はどの様に評価 したらよいであろうか.ま た,従来の推定量の漸近正規性に基づ く手法

と比べて,その有効性は保証されるのであろうか.本節では,こ のような問題から出発 して,

種々の近似信頼区間の提唱へ と展開して行ったブー トス トラップ法の理論研究を概観する.さ
らに,近似信頼域の構成,検定問題への応用について簡単にふれる.

4.5.1 ブー トス トラップ分布の近似精度

ブー トス トラップ分布の近似精度を評価するためには,真の分布 とそのブー トス トラップ分

布 との差,あ るいは真のパーセンタイルとそのブー トス トラップ推定値 との差を,何 らかの方

法で陽に表す必要がある.そのために用いられた基本的な道具が,エ ッジワース展開 と呼ばれ

る漸近展開式 と,パーセンタイルの展開式であるコーニッシュ・ フィッシャー (逆)展開であ

った.こ れらの展開式については,竹内 (1975),Petrov(1975),清 水 (1976),Bhattacharya

and RaO(1976),Pfanzagl(1985),Barndorff… Nielsen and Cox(1989),Hall(1992a)を参照

されたい.

例えば,ス チューデント化された統計量 ar=ル (a― θ)/δ に基づ くブー トス トラップ分布

の精度は,有効なエッジワース展開 (Bhattacharya and Ghosh(1978),Hall(1992a,2章 ))

が可能であるという仮定のもとで,次のように評価される.

統計量 arの分布のエッジワース展開は,極限分布である標準正規分布関数 の(″)を第一項
として,1ん%の巾のオーダーで展開された式で与えられる。各項は,標準正規密度関数とその
係数が母集団確率分布Fのモーメントの関数 (キ ュムラント)と して与えられる多項式との積
となっている. この各係数のモーメントを標本モーメントで置き換えた式が,ブートストラッ
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プ分布 Fい(得≦″)のエッジワース展開であり,経験エッジワース展開と呼ばれている.こ こ
で, 欝 =√万(θオー′)/∂

*と する。
これによって,ス チューデント化された統計量の分布を,ブー トス トラップ分布で近似した

ときの誤差のオーダーは,砕(2じ ≦″)― PF(■ r≦ ″)=C(%~1)と 評価される.こ れは,籍 の

ブー トストラップ分布が,推定量の漸近的なバイアス,歪みを,自動的にある程度捉えている
ことを意味する.一方,■D=ル(a一 θ)に対するブートストラップ分布に関しては,乃(2Ъ
≦″)~PF(■D≦″)=C(π

~V2)と
なり,近似誤差のオーダーを通 して近似精度の違いが明か と

なる.推定量の漸近正規性に基づ く近似誤差のオーダーも %~12であるから,ス チューデント化

された統計量に対するブー トス トラップ分布の有効性をみることができる.た だし,確率分布
Fが格子点分布の場合,エ ッジワース展開の %~12の項に含 まれる連続補正項のブー トス トラ

ップ近似 は有効 に働かず,こ のような議論 は成 り立 たないので注意が必要である (Singh

(1981),Hall(1987a,1992a:p.90)).な お,言己号 0,め については,例えば,ガ 西ヽ (1990,p.

144),Hall(1992a,p.88)を 参照されたい.

ブー トス トラップ分布の近似誤差のオーダーを,エ ッジワース展開を道具 として評価する方

法は,Bickel and Freedman(1981),Singh(1981)に よって行われ,その後のブー トス トラ

ップ法の理論研究に大 きな影響 を与えた.ス チューデン ト化 された統計量 を含めた研究は,

Babu and Singh (1983, 1984, 1985), Beran (1982, 1984a, 1984b), Hall(1986b, 1988a,

1990b),Bhattacharya and Qumsiyeh(1989),Bickel(1992)等によって幅広 く研究された.

このような研究に関しては,レ ビュー論文 DiCiccio and Romano(1988, 3節 )お よび Hall

(1992a, 3章)を参照されたい.

ブー トス トラップ法による分布推定が有効 に作用 しない場合 も検討 された.Bickel and
Freedman(1981)は ,υ一統計量,極値統計量に基づいて構成 された反例を上げ,Mammen
(1992,2章 )は ,ノ ンパラメ トリック回帰に於ける例を述べた.そ の他,DiCiccio and Romano
(1988,3.3節)にい くつかの反例がまとめられている。

4.5。2 近似信頼区間の精度

4.2節 (4.3)式のスチューデント化された統計量 arの真の100α %点 ″fr)が,仮に求まっ
たとする.こ のとき,信頼係数1-α の片側信頼区間は,驀ダ)=(―∞,a― π-1′ ∂″がT)]あ るいは
[島 _がン2∂ぶり,∞ )で与えられる.ま た,パラメータθがこの片側信頼区間に含まれる確率
は,点 ″がr)が真の100α %点であることから正確に1-α になる.

実際には,″がr)の値は未知であるから,ブー トストラップ法で推定された (4.5)式 の推定値
分がT)を用いて,近似片側信頼区間 fさダ)=(一∞,a_%-12δ ttfr)]あ るいは[a一 π-1′ ∂″fり ,

∞)を構成する.こ のとき,θ がこの区間に含まれる確率は,0<α <1に対して

(4.11)PF{θ ≦a~π -1′ δ″がrり =1-PF僣7(2-θ )/δ <″ frり =1-α十(誤差項)

と表わせる.誤差項は被覆誤差 (Coverage error)と 呼ばれ,近似誤差を評価するための一つ
の目安となる.ま た,近似信頼限界とその真の信頼限界を直接比較して

(4.12) a_%1″ ∂″fr)― {2-%― W2∂″frり =(確率的誤差項)

を評価することもできる.ブー トス トラップ法に基づ く近似信頼区間の精度は,π→∞ のとき,

誤差の項が 0に収東するオーダーを評価することによって捉えることができる.こ の分野の研
究は,特に,Hall(1988a,1992a;3章 )に よるところが大 きい.実際,(4.11),(4.12)両
式の誤差項のオーダーはそれぞれ
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PF{θ ∈f~`ダ
))=1-α +0(π

~1),a― η-1/2δ ″がr)一
{θ″一π~1/2∂″fr)}=0ズ π~3/2)

となることが示される(Hall(1988a)).特 に後半の式は,ス チューデント化された統計量の分

布に基づ く理論信頼限界 とブー トス トラップ信頼限界が,η
~1=(π~V2)2の

項 まで一致 している

ことを示し,こ のとき,近似信頼限界は二次の精度をもつと定義する.

これに対 して,統計量 ■∂=ル (a― θ)に基づ く4.2節 (4.6)式の 100α %点のブー トス ト

ラップ推定値 ″r)を用いた 1-α 片側信頼区間に対 しては,そ の被覆誤差は 0(π
~V2)と

なる

ことが示される.ま た,ブー トス トラップ信頼限界 と理論信頼限界の差は 0(π
~1)と

なり,こ
れは一次の精度 しかもたないことを意味する.両側信頼区間に対 しては,基準量 ■D,arどち

らに基づいても共にその被覆誤差は 0(π
~1)で

あり,片側信頼区間の場合 と収束のオーダーが

変わることに注意する.

ブー トス トラップ法に基づ く区間推定の近似精度の評価 は, このように標本数に関して漸近

的な様相を調べ,一つの目安を与えることで行われてきた.ス チューデント化された統計量を

基準量 として用いることによって近似精度の改善が計 られるということは,Efron(1982),
Babu and Singh(1983),Hinkley and Wei(1984)等 によって示唆され,区間推定に関して

は,Hall(1988a)に よって包括的な研究が行われた.そ こでは,例えば PF(|`聯 |≦ ″α)のパー

センタイルを用いた対称信頼区間 (Hall(1988b)),区間の長さを考慮 した信頼区間に対する近

似精度 も研究された。

有効なエッジワース展開に基づ く上述の議論を行 うためには,パラメータ θの推定量に制約

を置 く必要がある.ブー トス トラップ法の理論研究でしばしば用いられたのが,多変量ベクト

ル平均の十分滑らかな関数 として表される推定量である (Bhattacharya and Ghosh(1978),

その他,小西 (1990,p.157),Hall(1992a,p.52)).ま た,十分滑らかな統計的汎関数で定義

される推定量 も用いられた (Sen(1988),Akahira and Takeuchi(1991),Konishi(1991)他 ).

統計的汎関数のエッジワース展開については,von Mises(1947),Reeds(1976),Withers
(1983),Beran(1984a),Pfanzagl(1985),Takahashi(1988)等 を参照されたい。

4.5。3 近似精度の改善

ブー トス トラップ法の近似精度は,エ ッジワース展開を通 して捉えることができ,有効に基

準量を設定すれば精度の改善が計 られることが分かる。本節では,近似精度改善のために提案

されてきたい くつかの手法を紹介する.

(変換に基づ く方法)Abramo宙 tch and Singh(1985)は ,ス チューデント化された統計量

に対 してコーニッシュ・ フィッシャー展開を適用することにより,二次の多項式で与えられる

基準量 (■s)を提案 した.こ の基準量の分布を正規近似 した場合,誤差項のオーダーは π
~1で

あ

るのに対 して,■sに基づ くブー トス トラップ分布を用いれば,よ り高次の精度が得 られること

を示した.しかし,こ の方法は多項式変換に基づ くことから,歪みの大 きな推定量に対 しては,

■ sの定義域内で単調性が くずれ適用できない場合があることから利用上注意を要する.こ れ

に対 して,Konishi(1991)は,正規化変換の理論 (Konishi(1981,1987))に 基づいて, この

欠点を克服 した単調性を有する基準量を提唱し,近似精度に関しても ■ sと 同様の精度をもつ

ことを示 した.Hall(1992b)は ,二次の多項式変換を用いて単調性を有する基準量を提唱した.

では,例えば標本相関係数のように,有効な分散推定が難 しい場合にはどうすればよいか。

一つの方法は,推定量を変換 して,そ の分散ができるだけ未知の確率分布Fに依存 しないよう

にする方法が考えられる.Tibshirani(1988)は ,二段階ブー トス トラップ法 と平滑化法を併用

して,分散安定化変換を数値的に求めるアルゴリズムを提案 した.関連研究 として DiCiccio
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and Romano(199o)が ある.しかし,ノ ンパラメ トリックモデルのもとで,変換形をどのよ
うに推定するかは今後の研究課題である.なお,Davisonグ α′。(1992)は ,Tibshirani(1988)
の提唱したものと基本的には同じアルゴリズムによって,部分尤度関数の推定を試みている.

(Efronの方法)EfrOn(1981,1982)に よって提唱された近似信頼区間は,当初ブー トス ト
ラップ分布 ε(″)=砕(み≦χ)の 100α %点 を用いるものであった.そ の近似精度は,推定量の
バイアス,歪みの大 きさに影響され,精度の点で問題があることが指摘された.こ れに対 して
Efron(1981,1985,1987)は ,そ の一連の論文の中で,基本的には変換に基づ くが,他 とは異
なる観点から近似信頼区間の精度の改良を試みてきた.なお,身 のブートストラップ分布を用
いた場合と/万(み一∂)の分布を用いた場合とでは,異なる信頼限界を与えることに注意する
(Hall(1988a,p。 933;1992a,p.95)).

Efron(1981,1985)は ,ま ずバィアスの修正を数値的に取入れる方法を提唱 し,次に Efron
(1987)で,バイアスと解析的に求めた歪みの修正を同時に取 り入れた近似信頼区間を提唱した.

EfrOnの 提唱したこの近似信頼区間は,BC区 間 (Accelerated bias‐ cOrrected percentile
interval)と 呼ばれ,そ の理論的基礎を推定量の変換理論においている.そ の特徴は,変換のた
めの関数を具体的に導出する過程を,ブー トス トラップ反復抽出で置 き換えている点にある.

Konishi(1991)は ,統計的汎関数の枠組みの中で,こ の変換が分散安定化変換 と正規化変換の
合成関数で表されることを示した。その他 EfrOnの 方法に基づ く区間推定法 としては,DiCic_
cio and Tibshirani(1987),DiCicciO and Rornano(1989a)等 がある.ま た,Efron(1992b)
では,パーセンタイル,バイアス等のブー トス トラップ推定値が,個々の観測データの影響を
どの程度受けているかを診断する方法が提案されている。

(プー トス トラップ反復法)パ ーセンタイルの推定値の精度を逐次改善する観点から捉えた
手法が,Loh(1987,1991)の Calibrated methodで ある。いま,大 きさ%の標本 χ″に基づい
て構成された信頼係数1-α の近似信頼区間を(― ∞,∂ (α,χ″)]と する.こ の区間がパラメータ
θを含む確率π(α)=PF(θ ≦′[α,χ″]}は ,近似的に1-α である.そ こで,信頼限界 θ(α ,χ″)を
構成したときのαあるいはパーセンタイルをうまく修正すれば,π (βα)=砕 {θ≦∂(βα,χ″)}=1
-α とできると考えられる.

関数π(。 )は未知であるから,こ れをブートストラップ法で推定し″(βα)=砕{∂≦θ(βα,

勝)}=1-α を満たすβαを求め,初めの信頼限界を修正した∂(βα,χπ)を新たな信頼限界とす
る.こ のプロセスを繰 り返すことによって,理論上はθに対する被覆確率を限りなく1-α に近
づけることができる.

これを分布関数の観点からみると,ブー トストラップ分布の近似精度は,その分布ができる
だけ未知の確率分布Fに依存しないような基準量 (漸近的枢軸変量)を構成することによって
改善が可能となる.言い換えると,何 らかの基準量P(χ″,T(F))に対して,PF{R(χ″,T(F))≦
″}=の (″)+0(π

―J/2)が,できるだけ大きなノに対して成り立てばよい.ス チューデント化され
た統計量に対 しては,ノ =1である.Beran(1987)は ,こ のような基準量を分布関数による変
換を逐次行って求める方法を提唱した.同様な考え方に基づ く方法 として,Hall(1986b)の
Additive correctiOn,DiCicciO and Rornano(1989a)の Autornatic percentile rnethodが あ
り,ブー トス トラップ反復法の理論研究 としては,Hall and Martin(1988),Martin(1990)
がある.

DiCicciO θ′α′。(1992)は ,ブー トス トラップ反復法の実行プロセスの中に鞍点近似法 (Sadd_
lepOint approximatiOn;Daniels(1954),Reid(1988))を

組み入れることによって,計算量を
減少させる方法を提案した。ブー トス トラップ分布を解析的に近似するための鞍点法の利用は,

DavisOn and Hinkley(1988),Daniels and Young(1991)等 によって研究された.
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ブー トス トラップ反復法によって理論的に精度の改善が計 られたとしても,実行上,多段階

ブー トス トラップ標本,す なわち枝分かれ的にブー トス トラップ反復抽出を行 う必要があり,

膨大な計算時間を必要 とする.ま た,反復のプロセスをどの段階まで実行すればよいかという

問題 も残る.数値的にこれらの方法が有効であるかどうかは,今後十分に検討する余地がある.

ブー トス トラップ反復法は,解析的アプローチに基づ くHall(1983),Withers(1983,1984),

Peers and lqbal(1985),Abramovitch and Singh(1985)等 の研究に対応する.す なわち,エ
ッジワース,コ ーニッシユ・ フイッシャー展開に基づいて,推定量の高次のキュムラントを推

定 し,逐次取 り入れてい くことで達成できる.実際には,高次のキュムラントを陽に表すこと

は難 しい場合がほとんどで, これを数値的に実行するアルゴリズムがブー トス トラップ反復法

であるといえる.

4。5.4 近似信頼域の構成 と検定

夕次元パラメータベクトルθのある推定量をθとする.も し,推定量の分散共分散行列の有
効な推定量が存在すれば,こ れを

'と
おく.基準量としてJsD=77(∂ 一θ)あ るいはなr=v7

,一ν2(∂ _θ
)を用いて,PF(女。)∈ Rα)=1-α となる最小の領域を何らかの方法で推定し,こ れを

pl。 )と ぉく.こ のとき有意水準 1-α の信頼域は,{∂ 一π
~V2″

;″∈prり または{θ 一%~ン
2,1″″

;

″∈prTり で与えられる.

Hall(1987b)は,反復抽出されたブートストラップ標本に基づく発rの値に,密度関数の推
定法を適用し

'fr)を

推定した.しかし,同時に種々の問題点があることも指摘した.同時信頼
区間を含めた研究 としては,標本分散共分散行列の関数 として与 えられる推定量 に対する

Beran and Srivastava(1985)の 研究,因子分析における因子負荷量に対する Ichikawa and

Konishi(1992)の研究,その他 Beran and Millar(1986),Beran(1988α )の理論研究など

がある.

信頼区問,信頼域を構成するための手法 としては,Owen(1988)の提唱した経験尤度法があ

る.こ の手法については,Owenの論文 と共に,そ の基本的な考え方を手短に述べた小西 (1990,

p.155)お よび Hall and Scala(1990)を 参照されたい.経験尤度法の漸近的な性質を中心 と

した研究は,Owen(1990),DiCiccio θ′α′。(1991)で行われ,ま た,DiCiccioグ α′。(1989)

は,あ るパラメ トリックモデルの尤度関数 と経験尤度関数の比較を行っている.さ らに,符号

付 き経験尤度比統計量の被覆誤差の改良法 (DiCiccio and Romano(1989b)),経 験尤度に基

づ く信頼域の精度の改善法 (Hall(1990c)),経験尤度法の回帰モデルヘの応用 (Owen(1991))
がそれぞれ研究されている.

ブー トス トラップ法の検定問題への応用研究 も行なわれた。一つの方法は,構成 した近似信

頼区間あるいは信頼域へ,設定 したパラメータの値が含まれるか否かによって検定できる.あ
るいは,ブー トス トラップ法の考え方を応用して,仮説のもとで検定統計量の分布を近似 した

り,夕 値の推定を行 うことも基本的には可能である.しかし,複雑な問題設定に対 しては種々

の工夫が必要 となる.各種検定問題への応用については,Beran and Srivastava(1985),Beran

(1986),Beran(1988b),Rornano(1988c),Boos and Brownie(1989),Hall and Hart(1990),

Hall and Wilson(1991),Nagao and Srivastava(1992),Zhang and Boos(1992)箸 雲を参照ヨさ

れたい.

4.6 有効なプー トス トラップシミュレーション

例えば,大 きさ%の標本 χヵに基づ く推定量 θ″のパラメータ θに対するブー トス トラップバ

イアス推定は,次のように実行される (4.2節 (4.1),(4.7)式 ).
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すなわち,バイアス b(F)は ,モ ンテカルロ法によって数値的に近似された εBで もって推定さ

れる.近似値 εβは,標本 χ″が与えられたという条件のもとで,ブートストラップ反復回数を

無限大にすると,確率 1で ε(F)に収東する.従つて,有限なBに対してはシミュレーション

誤差が生じ,こ の誤差を制御するための種々の方法が研究されてきた.有効なブートストラッ

プシミュレーション法 (Efflcient bootstrap simulation)と は,標本 χ″が与えられたもとで,

εBの分散を可能な限り小さくするための手法と考えることができる.分散,確率分布,パーセ

ンタイルの推定に対しても同様である.

有効なブートストラップシミュレーション法を適用すれば,通常の経験分布関数からリサン

プリングを行う方法 (一様リサンプリング)と比較して,相対的にブートストラップ標本の反

復抽出の回数を減らすことも可能となる.こ れは,4.5.3節で述べた多段階のブートストラップ

標本の抽出を必要とするような,ブートストラップ反復法を適用する際に特に有効となる.

これまでに提唱されたい くつかの手法の中で,最 も実用性が高いと思われるのが,Davison θ′

α′。(1986)に よる釣合い型ブー トス トラップ (Balanced bootstrap)で ある.こ れは,π個の

観測データの各々が,B回 のリサンプリングの中で同じ回数だけ現れるようにしたもので,簡

単に述べると次のようにしてブートストラップ標本を抽出する。例えば,大 きさ3の標本 {″ 1,

均,χ3)に対して,仮に3回の反復抽出を行うとする.ま ず,データの添え字のコピーを3組作り

{1,2,3,1,2,3,1,2,3}と 並べる.次に,これをランダムに並べ替え,そ の結果{2,1,1,3,2,1,3,2,

3)と なったとする.釣合い型ブートストラップでは,{め ,″1,″1},{銑 ,め,″1},{銃 ,め,娩}をブー

トストラップ反復標本とする.

この釣合型ブー トス トラップ法に対 して,計算実行上の異なる 3通 りのアルゴリズムが

Gleason(1988)で 与えられた.Graham θ′α′。(1990)に は,高次の釣合い型ブロック計画と

の関係が述べられている.Hall(1989b,1990d)は ,推定量が多変量平均ベクトルの滑らかな

関数として与えられるとき,釣合型ブー トストラップの漸近的性質を明らかにした.

Davison θ′α′。(1986)は ,統計的汎関数で定義される推定量 aに対 して, 努 一∂から線

形項,すなわち (経験)影響関数の項を引き去った統計量に,通常のブー トス トラップ法の適

用を提案した.こ れは,線形近似法 (Linear appro対 mation method)と 呼ばれている.Efron

(1990)は,線形項を他の方法で置 き換える方法を提案し,こ れは,中心化法 (Centring method)

と呼ばれている (Hall(1992c, 4節 ),Do and Hall(1992)を 参照).Hall(1989b)は ,推定

量が多変量平均ベクトルの滑 らかな関数 として与えられるとき,釣合型ブー トス トラップ,線

形近似法,中心化法の三つの手法は,漸近的には同値であることを示した.

一般に,平均,分散が共に等しく,共分散が負の二つの推定量を等ウエイ トで合わせると,

新たな推定量の平均 はもとの推定量に等しいが,分散は小さくなる.Hall(1989c)は ,こ の性

質を利用してリサンプリングのアルゴリズムを提案し,Antithetic resamplingと 名づけた.Do

(1992)は,釣合型および Antitheticリ サンプリング法を数値的に比較検討 し,釣合型ブー トス

トラップ法の有効性をま旨摘 した.

Johns(1988)は,Hammersley and Handscomb(1964)の Importance samplingを 応用

したリサンプリング法を提唱し,パーセンタイルの推定に於いて,一様 リサンプリングを基準

として,反復抽出の回数を一ケタ減 らすことができることを示した.基本的なブー トス トラッ

プ法は, π個の観測値の各点に一様に確率 1ル を付与した経験分布関数を用いた.こ れに対し

て,各観測値にあるウェイ トをおいた確率分布を構成 し,そ こから標本抽出を実行する.直感
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的には,推定量の分布の裾の部分のパーセンタイルの推定に有効な標本の抽出確率を高 くする

よう,観測値に基づいて新たな分布関数を再構成 したといえる.基本的な考え方の説明は,例
えば小西 (1990,p.156),Hall(1992a,p.298)を 参照されたい.

Hinkley and Shi(1989)は ,Importance samplingの 考え方を,Beran(1987)の信頼区間

の構成法へ応用し,二段階ブー トス トラップ法の反復回数を減少させる方法を提示 した.Do
and Hall(1991)は ,一様 リサンプリングを用いて Importance samplingの基本 となるウエイ

トの一つの決め方を提示した.
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